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Un vistazo y manos a la obra 


Este libro esta disenado mtegramente con un enfoque por competencias y 
hemos puesto especial interes en que facilmente identifiques estas a lo largo 
del texto. Para reconocerlas encontraras las siguientes siglas: 



Para las competencias genericas. 


Cdb 


Para las competencias disciplinares basicas. 


Cada sigla va acompanada de un numero que indica que competencia estaras 
desarrollando en ese momento. 

Para las eg (competencias genericas), tenemos: 


Se autodetermina 
y cuida de si 


1 . Se conoce y 

A 

A. Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus 

valora a si 
mismo v aborda 

t 

r 

valores, fortalezas y debilidades. 

problemas y 

i 

i 

B. Identifica sus emociones, las maneja de manera constructiva 

retos teniendo 

b 

y reconoce la necesidad de solicitar apoyo ante una situation que 

en cuenta los 

ohiptivns nup 

u 

t 

o 

lo rebase. 

UUJvllvUO IfUU 

persigue. 

C. Elige alternativas y cursos de action con base en criterios sustenta- 


S 

dos y en el marco de un proyecto de vida. 



D. Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de 
decisiones. 



E. Asume las consecuencias de sus comportamientos y 
decisiones. 



F. Administra los recursos disponibles teniendo en cuenta las restriccio- 



nes para el logro de sus metas. i 

2. Es sensible al 

A 

t 

r 

A. Valora el arte como manifestation de la belleza y expresion de ideas, 

arte y participa 

pn la anrpria- 

sensaciones y emociones. 

Cll Id dpiCvId 

cion e interpre¬ 

i 

b 

B. Experiments el arte como un hecho historico compartido que permite 

tation de sus 

u 

la comunicacion entre individuos y culturas en el tiempo y el espacio, a 

expresiones 

t 

0 

la vez que desarrolla un sentido de identidad. 

en distintos 
generos. 

s 

C. Participa en practicas relacionadas con 

el arte. f 

3. Elige y prac- 

A 

A. Reconoce la actividad fisica como un medio para su | 

tica estilos de 

t 

desarrollo fisico, mental y social. § 

iiiria caliirlahlpc 

r 

VlUd OdIUUdUICOi 

i 

b 

B. Toma decisiones a partir de la valoracion de las consecuencias de dis-1 


u 

t 

tintos habitos de consumo y conductas de riesgo. j 


i 

0 

C. Cultiva relaciones interpersonales que contribuyen a su t 


s 

desarrollo humano y el de quienes lo rodean. | 


7 
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Razonamiento matematico 


Se expresa y 
comunica 

4. Escucha, inter¬ 
prets y emite 

mpncaipc nprti- 

A 

t 

r 

A. Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas, i 
matematicas o graficas. 1 


iiiuiioajCd pci ii 

nentes en distin- 
tos contextos 
mediante la utili¬ 
zation de medios, 
codigos y herra- 
mientas apropia- 

1 

i 

b 

u 

B. Aplica distintas estrategias comunicativas segun quienes sean sus 
interlocutores, el contexto en el que se encuentra y los objetivos que 
persigue. 


t 

0 

s 

C. Identifica las ideas clave en un texto o discurso oral e infiere 
conclusiones a partir de ellas. j 


dos. 


D. Se comunica en una segunda lengua en situaciones . 

cotidianas. | 




E. Maneja las tecnologias de la informacion y la comunicacion para 
obtener informacion y expresar ideas. ! 

Piensa critica y 
reflexivamente 

5. Desarrolla in- 
novaciones y pro¬ 
pone soluciones a 

nrnhlpmac a nar. 

A 

t 

r 

A. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, , 

comprendiendo como cada uno de sus pasos contribuye al F 

alcance de un objetivo. f 


piUUlclllao a pdl 

tir de metodos 
establecidos. 

i 

b 

u 

t 

0 

s 

B. Ordena informacion de acuerdo a categories, jerarquias y 
relaciones. \ 



C. Identifica los sistemas y reglas o principios medulares que subyacen 
a una serie de fenomenos. 




D. Construye hipotesis y disena y aplica modelos para probar su 
validez. ; 




E. Sintetiza evidencias obtenidas mediante la experimentation para 
producir conclusiones y formular nuevas preguntas. 




F. Utiliza las tecnologias de la informacion y comunicacion para f 

procesar e interpretar informacion. | 


6. Sustenta una 
postura personal 
sobre temas de 

intprPQ u rplpvan- 

A 

t 

r 

j 

A. Elige las fuentes de informacion mas relevantes para un 
proposito especifico y discrimina entre ellas de acuerdo a su 
relevancia y confiabilidad. , 


iiiicico y icicvdii 

cia general, con- 
siderando otros 
puntos de vista 
de manera critica 
y reflexiva. 

i 

b 

u 

t 

0 

s 

B. Evalua argumentos y opiniones e identifica prejuicios y 
falacias. 


C. Reconoce los propios prejuicios, modifica sus puntos de vista al co- | 
nocer nuevas evidencias, e integra nuevos conocimientos y perspecti- I 
vas al acervo con el que cuenta. i 




D. Estructura ideas y argumentos de manera clara, coherente y sinte- i 
tica. I 

Aprende de forma 
autbnoma 

7. Aprende por 
iniciativa e inte- 
res propios a lo 
largo de la vida. 

A 

t 

r 

A. Define metas y da seguimiento a sus procesos de 
construccion de conocimiento. 

i 

i 

b 

u 

t 

0 

B. Identifica las actividades que le resultan de menor y mayor interes L 

y dificultad, reconociendo y controlando sus reacciones frente a i 

retos y obstaculos. 



s 

C. Articula saberes de diversos campos y establece relaciones entre | 
ellos y su vida cotidiana. 


8 
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Un vistazo y manos a la obra 


Trabaja en forma 
colaboratlva 

8. Participa y co- 
labora de manera 
efectiva en equi- 
pos diversos. 

A 

t 

r 

A. Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar 
un proyecto en equipo, definiendo un curso de action con pasos 
espetificos. j 


i 

b 

u 

B. Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras 
personas de manera reflexiva. 



t 

0 

s 

C. Asume una actitud constructiva, congruente con los 
conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro de distintos 
equipos de trabajo. 

Participa con 
responsabilidad 

9. Participa con 
una conciencia 
civica y etica en 
la vida de su co- 
munidad, region, 

A 

t 

A. Privilegia el dialogo como mecanismo para la solucion 
de conflictos. 

en la sociedad 

r 

i 

b 

B. Toma decisiones a fin de contribuir a la equidad, bienestar y des- | 
arrollo democratic de la sociedad. 


Mexico y el 
mundo. 

u 

t 

0 

s 

C. Conoce sus derechos y obligaciones como mexicano y 
miembro de distintas comunidades e instituciones, y reconoce el valor 
de la participation como herramienta para ejercerlos. 




D. Contribuye a alcanzar un equilibrio entre el interes y bienestar 
individual y el interes general de la sociedad. 




E. Actiia de manera propositiva frente a fenomenos de la 

sociedad y se mantiene informado. i 




F. Advierte que los fenomenos que se desarrollan en los ambitos local, 
nacional e internacional ocurren dentro de un contexto global 
interdependiente. 

< -- 

10. Mantiene una 
actitud respetuo- 
sa hacia la inter- 
cuituralidad y 
la diversidad de 
creencias, valo- 
res, ideas y prac- 

A 

t 

r 

A. Reconoce que la diversidad tiene lugar en un espacio 
democratic de igualdad de dignidad y derechos de todas las 
personas, y rechaza toda forma de discrimination. 


i 

b 

u 

t 

B. Dialoga y aprende de personas con distintos puntos de vista 
y tradiciones culturales mediante la ubicacion de sus propias 
circunstancias en un contexto mas amplio. 


ticas sociales. 

0 

s 

C. Asume que el respeto de las diferencias es el principio de 
integration y convivencia en los contextos local, nacional e 
internacional. 


11. Contribuye al 
desarrolio sus- 

A 

t 

r 

A. Asume una actitud que favorece la solucion de problemas 
ambientales en los ambitos local, nacional e internacional. 


tentable de ma¬ 
nera critica, con 
acciones respon- 
sables. 

i 

b 

u 

t 

o 

B. Reconoce y comprende las implicaciones biologicas, 
economicas, politicas y sociales del dafio ambiental en un 
contexto global interdependiente. 



s 

C. Contribuye al alcance de un equilibrio entre los intereses de corto j 
y largo plazo con relation al ambiente. 


9 
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Razonamiento matematico 


En este libro referimos las Cdb 


de Comunicacion: 


1. 

Identifica, ordena e interpreta las ideas, datos y conceptos explicitos e implicitos 
en un texto, considerando el contexto en el que se genero y en el que se recibe. 

T" 

Evalua un texto mediante la comparacion de un contenido con el de otros, en 
funcion de sus conocimientos previos y nuevos. 

3 

| Plantea supuestos sobre los fenomenos naturales y culturales de su entorno con | 
I base en la consulta de diversas fuentes. f 

u 

i Produce textos con base en el uso normativo de la lengua, considerando la 

I intencion y situation comunicativa. 1 

3 

j Expresa ideas y conceptos en composiciones coherentes y creativas, con 

I introducciones, desarrollo y conclusiones Claras. 

n 

| Arguments un punto de vista en publico de manera precisa, coherente y 
creativa. 


j Valora y describe el papel del arte, la literatura y los medios de comunicacion 
en la recreation o la transformation de una cultura, teniendo en cuenta los 1 

propositos comunicativos de distintos generos. 1 

u 

j Analiza y compara el origen, desarrollo y diversidad de los sistemas y medios de L 
comunicacion. f 
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Acerca de este libro 


A lo largo de esta obra, encontrards diversas actividades con la siguiente 
iconograffa: 


Atender 
Juzgar 


£ 


£ 


Entender /X 
Valorar 


A1 encontrar una actividad con el icono debes recordar que el aprendi- 
zaje inicia a partir de tus sentimientos y experiencias previas. 

El icono ^ implica que es importante que conformes tus propios con- 
ceptos y los relaciones con tu aprendizaje. 

La actividad con el icono significa que ha llegado el momento de 


poner a prueba tus aprendizajes, de comprobacion y aplicacion. 


A1 visualizar el icono 



te invita a que decidas que hacer y como uti- 


lizar lo que has aprendido, en tu vida diaria. 

Recuerda que el aprendizaje esta presente en todas partes, solo es cues- 
tion de que te decidas a descubrirlo, por ello te invitamos a aprovechar al ma- 
ximo este libro y alcanzar los objetivos educativos establecidos a favor de tu 
desarrollo personal y academico. 

Te damos la m4s cordial bienvenida a esta aventura. 


11 








www.elsolucionario.net 


Esquema general de la asignatura 
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Unidad 1 

Heuristica 


cHacia donde vamos? 


En el nivel atender, el alumno: 

■ Identificara tecnicas de resolucion de problemas como la busqueda de 
patrones, elaboration de tablas, uso de simetrias, solution por casos, 
paridad, coloration, trazo de figuras, formulation de un problema equiv- 
alente, uso de una notation efectiva y argumentation por contradiction. 

En el nivel entender, el alumno: 

■ Entendera tecnicas de resolucion de problemas como la busqueda de 
patrones, elaboration de tablas, uso de simetrias, solution por casos, 
paridad, coloration, trazo de figuras, formulation de un problema equiv- 
alente, uso de una notation efectiva y argumentation por contradiction. 

En el nivel juzgar, el alumno: 

■ Aplicara tecnicas de resolucion de problemas como la busqueda de pa¬ 
trones, elaboration de tablas, uso de simetrias, solution por casos, pari¬ 
dad, coloration, trazo de figuras, formulation de un problema equiva- 
lente, uso de una notation efectiva y argumentation por contradiction. 

■ Reflexionara al elegir la estrategia correcta en la solution de un prob¬ 
lema. 

En el nivel valorar, el alumno: 

■ Reconocera la importancia de aplicar estrategias en la resolucion de un 
problema. 

■ Solucionara problemas a partir de estrategias que permitan el desarrollo 
del razonamiento matematico. 
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Razonamiento matematico 

^Corno iniciamos? 

Evaluacion diagnostica 

Nombre:_ 

Grupo:_Turno:_Fecha: 

Resuelve los siguientes ejercicios y entrega a tu profesor. 
Acier t os:_ 



</,Cual de los siguientes es un numero impar? 


(a) l 4 + 1 (b) 5 4 + 3 

(d) 3 4 + 2 (e) 7 4 + 5 


(c) ll 4 + 7 



iCual es el valor de 7 7 + 7 7 + 7 7 + 7 7 + 7 7 + 7 7 + 7 7 ? 


(a) 7 49 (b) 49 49 (c) 7 7 ' 

(d) 49 7 (e) 7 8 


3. Las casas en una calle estan igualmente espaciadas para que cada una de 
ellas este directamente opuesta a otra. Las casas de un lado de la calle son 
numeradas con 1,2,3,4... sucesivamente, mientras que en el lado opuesto 
continuan numerandose en orden contrario. Si la casa 38 es opuesta a la 63, 
^cuantas casas hay en la calle? 


(a) 98 (b) 102 (c) 106 

(d) 100 (e) 104 



El promedio de x y lx es 16. ^Cual es el valor de 3:r? 


(a) 10 (b) 12 (c) 14 

(d) 11 (e) 13 



</,Cual es la suma de los inversos multiplicativos de los numeros 1,3,6,10,15 
21 ? 


(a) 

10 

(b) 

56 

(d) 

12 

(e) 

3 

y 

2 


(c) 


49 

21 


16 










































www.elsolucionario.net 


Unidad 1: Heuristica 


6 . 


Obten el valor de a 2 +b 2 . si (a, b) es la solution del sistema 


{ 


3x + 2y = 21 
2x — 3y = 1 


(a) 8 (b) 34 (c) 13 

(d) 22 (e) 5 



Admite que D(x) significa ser madre de x y que D(c)(x)) es abreviado 

simplemente como D 2 (x). A partir de lo anterior, ^cual es la relation de 
Fernanda a Lupita si se considera lo siguiente? 


D 2 ( Fernanda ) = c)( Lupita) 


(a) Sobrina 
(d) Tia 


D{Fernanda) ^ Lupita 

(b) Hija (c) Prima 

(e) Madre 



^Cual es el termino que falta en la igualdad 


(2aV + l) 2 = 4a 4 r 8 + l? 


(a) 2a 2 r 4 (b) 4a 2 r 4 

(d) 4a 4 r 4 (e) 2a 4 r 8 


(c) 4a 2 r 8 



Si a es un numero positivo y b es negativo, ^cual de las siguientes expre- 
siones es negativa? 


(a) -(ab) (b) (-a)b (c) a(-b) 

(d) a — b (e) ab 


10 . 


Si divides el polinomio x 3 — 2 entre el polinomio x 2 — 2, ^cual es el residuo 


que obtienes? 


(a) 2 

(d) -2 


(b) -2x - 2 (c) 2x - 2 

(e) 2rr + 2 
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Razonamiento matematico 


-- 

Heuristica pro- 

cede del termino 
griego e^ipoKELv, 
que significa en- 
contrar, hallar, 
descubrir, inven- 
tar... Heuristica: 
es la estrate- 
gia sistemica 
para realizar de 
forma inmedia- 
ta innovaciones 
positivas. La fa- 
cultad heuristica 
es un rasgo ca- 
racterfstico de los 
visionarios, se de¬ 
fine como el arte 
y la ciencia del 
descubrimiento y 
de la invention, 
amen de como 
resolver proble- 
mas a traves 
del pensamiento 
lateral o pen¬ 
samiento diver¬ 
gent e, los cuales 
constituyen a la 
creatividad. 

V.___/ 


1.1. Estrategias para la solution de problemas 


Niveles de Operacion de la Actividad Consciente Intencional 



l Que es una estrate- 
gia para la resolucion 
de un problema? 


Para la reflexion 


& Cuales son las es¬ 
trategias empleadas 
en la resolucion de 
problemas? 


Para la deliberation 


$ Para que sirve dis- 
tinguir las diferentes 
estrategias en la 
resolucion de un 
problema? 


Las matematicas, al igual que otras ciencias, son un intento del hombre por com- 
prender y explicar el universo y las cosas que en el ocurren. Su aprendizaje, por 
lo tanto, no debe consistir en la adquisicion de conocimientos y herramientas, sino 
fomentar la creatividad, curiosidad y actitud que la hicieron posible y la mantienen 
viva. 


Enfrentarnos a numerosas y variadas experiencias con la solution de problemas es 
una manera de fomentar la curiosidad y creatividad. En esta unidad, estudiaremos 
lo concerniente a las estrategias para resolver problemas. 

La estrategia o la tactica para resolver problemas es llamada heuristica. Aque- 
llos que han trabajado sobre esta han descrito un numero de ideas basicas que 
son tipicamente usuales. Entre las estrategias mas usadas, podemos destacar las 
siguientes: 


1. Manejo de tablas. 

2. Busqueda de un patron. 

3. Uso de simetrfa. 

4. Modificar el problema. 

5. Trazo de figura. 

6. Division por casos. 


7. Election de una notation efectiva. 

8. Argumentation por contradiction. 

9. Coloration. 

10. Paridad. 

11. Generalization. 


1.1.1. Manejo de tablas y busqueda de un patron 


Actividad 1.1. 


CDl CD2 CD3 CD4 CDS 


■ Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingiusticas, matemati¬ 
cas o graficas. 

■ Identifica las ideas clave en un texto o discurso oral e inhere conclusiones a 
partir de ellas. 


18 


Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de 
manera rehexiva. 
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«Mas vale crea- 
tividad e ima¬ 
gination que 
conocimiento» 

Albert Eins¬ 
tein. _ 


;eureka, eure¬ 
ka!. Arquimedes . 
Yo no busco 
yo encuentro. 

Pablo Picasso. 


Unidad 1: Heuristica 

Resuelve los siguientes problemas en equipo y expon tus soluciones ante el grupo. 


Ejemplo 


1 . 1 . 


Los esquemas mostrados en la figura 1.1, constan de 1,5,13 y 
25 cuadrados unitarios que no se traslapan o superponen. Si se 
continua con este patron, $cuantos cuadrados unitarios habra 
para el esquema 2008 ? 


□ 

Esquema 0 


Esquema 1 


Esquema 2 



Figura 1.1: Ejemplo 1.1. 



Solucion 

Dibujamos las esquemas 4, 5 y 6 para contar los cuadrados 
unitarios que forman a cada una de ellas. Observa la figura 1.2: 


Esquema 4 Esquema 5 Esquema 6 

Figura 1.2: Ejemplo 1.1. 


Reunimos la informacion obtenida de las figuras 1.1 y 1.2 en la tabla 1.1, y tenemos: 


No. de 
figura 

Total de 

cuadros unitarios 

0 

1 

i 

5 

2 

13 

3 

25 

4 

41 

5 

61 

6 

85 


Tabla 1.1: 
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Razonamiento matematico 

Observa que la tabla anterior se puede escribir de la siguiente manera. Ver tabla 


No. de 

esquema. 

Total de 

cuadros unitarios. 

0 

1 

1 

1 + (4 x 1) = 5 

2 

1 + (4 x 1) + (4 x 2) = 13 

3 

1 + (4 x 1) + (4 x 2) + (4 x 3) = 25 

4 

1 + (4 x 1) + (4 x 2) + (4 x 3) + (4 x 4) = 41 

5 

1 + (4 x 1) + (4 x 2) + (4 x 3) + (4 x 4) + (4 x 5) = 61 



2008 

1 + (4 x 1) + (4 x 2) + • • • + (4 x 2008) = 8068145 


Tabla 1.2: 


Concluimos a partir de la informacion de esta tabla que el numero de cuadros en 
el esquema 2008 es 8,068,145. 

1.1.2. Uso de simetrias 


Otra manera de resolver el problema es usar la simetria de la figura, para ello, 
dibujamos la serie de figuras de la siguiente manera. Ver figura 1.3. 



Figura 1.3: Problema 1.1. 

A1 observar la simetria de cada figura, podemos contar los cuadros en negro y 
establecer que: El largo de la figura 0 es de 1 cuadro, de la figura 1 son 3 
cuadros, de la figura 2 son 5 cuadros, etc. 

A partir de ello podemos establecer, por ejemplo, que el largo de la figura 6 es 
2(6)+l = 13 y, por lo tanto, el de la figura 2008 esta formado por 2(2008)4-1 = 4017 
cuadros unitarios. Si usamos lo anterior, podemos establecer en tabla 1.3. 

Concluimos a partir de la informacion de esta tabla, que el numero de cuadros en 
la figura 2008 es 8068145. 

1.1.3. Modificar el problema 


Otra manera de resolver el problema, es modificarlo de la siguiente manera. Dibu¬ 
jamos una serie de cuadrados, los cuales se muestran en la figura 1.4. 

A1 observar las figuras podemos deducir que: 
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No. do 
figura 

Total de 

cuadros unitarios 

0 

1 

1 

+3 + 1 = 5 

2 

1 + 3 + 5 + 3 + 1 = 13 

3 

1 + 3 + 5 + 7 + 5 + 3+1 = 25 

4 

1+3+5+7+9+7+5+3+1=41 

5 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 9 + 7 + 5 + 3 + 1 = 61 



2008 

1 + 3 + • • • + 4017 + •.. + 3 + 1 = 8068145 


Tabla 1.3: 



El cuadrado 0 esta formada por 1 x 1 = l 2 cuadros; el cuadrado 1, modificada, esta 
formada por 3 x 3 = 3 2 cuadros. Para contar el total de cuadros de la figura original, 
restamos los cuadros negros que son 1 en cada esquina, es decir, el cuadrado 1 
original esta constituida por 3 2 — 4(1). El cuadrado 2, modificada, tiene 5 x 5 = 5 2 
cuadros. Para contar el total de cuadros del cuadrado original, restamos los cuadros 
negros que son 1 + 2 en cada esquina, es decir, el cuadrado 2 original esta formada 
por 5 2 — 4(1 + 2). Como la manera de contar los cuadros en cada cuadrado sigue 
el mismo patron, entonces podemos establecer la tabla 1. 


No. Figura 

Total de cuadros unitarios 

0 

P - 4(0) = 1 

1 

3* - 4(1) = 5 

2 

5 2 -4(1 + 2) = 13 

3 

7 2 - 4(1 + 2 + 3) = 25 

4 

9 2 -4(1+ 2 + 3 + 4) =41 

5 

ll 2 - 4(1+ 2 +3 + 4 + 5) = 61 



2008 

4017 2 - 4(1 + 2 + • • • + 2008) = 8068145 

n 

(2 n + l) 2 — 4(1 + 2 +-h n) = (2 n + l) 2 — 2 n(n + 1) 


Tabla 1.4: 


A partir de los datos mostrados en la tabla, concluimos que el numero de cuadros 
en la figura 2008 es 8068145. 
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1.1.4. Election de una notation efectiva 


Uno de los primeros pasos al trabajar un problema de matematicas, es traducirlo a 
terminos simbolicos. Todos los conceptos claves deberan ser identificados, etique- 
tados y las redundancias en la notacion pueden ser eliminadas al ir descubriendo 
las relaciones claves. 

La notacion usada para simplificar un problema puede realizarse aprovechando 
toda la gama de posibilidades que nos proporciona el algebra. 

Los ninos Juan, Pancracio y Floripondio suman sus edades por 
pares y obtienen 17, 19 y 14 anos. Obten la suma de las edades 
I 2 de todos los ninos. 


Podemos adoptar o elegir la siguiente notacion: Consideremos 
a las letras J, P y F como las edades de Juan, Pancracio y Floripondio respec- 
tivamente. A partir de ello establecemos las igualdades: 

J + P = 17 

J + F = 19 
F + P = 14 

Sumando todas las ecuaciones se obtiene lo siguiente: 

J + P = 17 
J + F = 19 
F + P =14 



2J + 2P + 2F = 17 + 19 + 14 = 50 


Si 2J + 2 P + 2F — 50, entonces: J + P + F = 25. Por lo tanto, la suma de las 
edades de todos los ninos es 25. 


1.1.5. Trazo de figura 


J Cual es el mayor numero de regiones que se pueden formar en 
1.3. un c ' l ' rcu t° a,l trazar sobre el 1000 lineas rectas? 


La estrategia para resolver el problema es dibujar el circulo y 
trazar las lineas rectas. 
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Figura 1.6: 4 es el numero maximo de regiones. 


Si trazamos 1 lmea recta se puede ver que solo es posible formar 2 regiones como 
maximo. Observa la figura 1.5: 

A1 trazar 2 lfneas rectas se puede ver que solo es posible formar 4 regiones como 
maximo. Ve la figura 1.6: 

A1 trazar 3 lineas rectas se puede ver, que solo es posible formar 7 regiones como 
maximo. Observa la figura 1.7: 



Si vemos la figura 1.7, podemos deducir que al trazar la cuarta lmea, esta no debe 
pasar por los puntos de intersection de las anteriores, es decir, la nueva recta no 
debe cruzar por los puntos H, I o J. 

Entonces, trazando 4 rectas en el circulo, solo es posible formar 11 regiones como 
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maximo. Ve la figura 1.8: 



Figura 1.8: 11 es el numero maximo de regiones. 


Ahora bien, con la 
information anterior es 
posible visualizarla una 
tabla: 



Si el numero de lmeas lo denotamos con x y al numero 
maximo de regiones con y , nuestra tabla se puede escribir 
asi: 


Recordemos que es necesario precisar el numero de re¬ 
giones que se forman al trazar 1000 rectas, entonces debe- 
mos encontrar el valor de y para x = 1000. Observa la 
siguiente tabla: 




Para resolver el problema, podemos 
buscar un patron que permita obte- 
ner la respuesta, tal como se muestra 
a continuation: 


y 


1 

2 = 1 + 1 

2 

4 = 1 + 2 + 1 

3 

7=l+2+3+l 

4 

11 = 1 + 2 + 3 + 4 + 1 



1000 

? 


Al observar la tabla, se infiere que para 1000 rectas el numero de regiones se obtiene 
calculando esta suma: 


1 + 2 + 3 + 4 + 5 + -- - + 1000 + 1 
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Es decir, para x = 1000 se obtiene el siguiente valor de y: 

y = l + 2 + 3 + 4 + 5H-h 1000 + 1 

Si empleamos la suma de Gauss, el resultado es: 


y = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + -- - + 1000 + 1 = 


1000(1000 + 1) 
2 


+ 1 = 500501 


y = 500501 

Por lo tanto, el numero maximo de regiones que se forman al trazar 1000 rectas 
es 500501. 


1.1.6. Division por casos 


Sucede con frecuencia que un problema sea dividido en un numero pequeno de 
subproblemas, cada uno de los cuales, manejado por separado a la manera de caso 
por caso. 

En las primeras etapas, es util pensar como subdividir un problema en un numero 
pequeno de subproblemas. La heuristica se da con frecuencia de la siguiente man- 
era: «Si no puede resolverse el problema, encuentre uno mas que se relacione, que 
sea mas sencillo y resuelvelo». 

Con vertices en los puntos de la figura 1.9, ?, cudntos triangulos 
se pueden dibujar? 



• •••••• • 


• • • • • • 


Figura 1.9: Ejemplo 1.4. 



Podemos dividir el problema en dos casos. 


Contamos los triangulos con pico hacia arriba. Ver figura 1.10: 
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Figura 1.10: Triangulos con pico hacia arriba. 


Para solucionar el problema, es factible asignar a cada uno de los 8 puntos opuestos 
a las bases de cada triangulo con las letras A, B, C, D, E, F, G y H. 

A los puntos que forman las bases de estos triangulos se les puede asignar los 
niimeros 1, 2, 3, 4, 5 y 6, como a continuation se ejemplifica: 



Figura 1.11: Usamos una notation para cada punto. 

Para contar los triangulos, observemos que cada uno de ellos se forma con un par 
de niimeros y una letra. Por ejemplo, en la figura 1.12 se distingue el triangulo 
1 6 ->■ H. 

Entonces, terminamos este primer caso contando todos los trios de la forma numero — 
numero -> letra , donde los numeros posibles son del 1 al 6 y las letras disponibles 
son A, B , C, D, E, F, G y H. 

Si usamos el principio de la multiplication, se establece que: 


x s _5_^ x = 240 

posibilidades para el primer numero posibilidades para el segundo numero las posibles letras 

Por lo tanto, 240 es el numero total de triangulos con pico hacia arriba. 

Contamos los triangulos con pico hacia abajo, como se muestra 


en la figura 1.13: 
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Figura 1.13: Triangulos con pico hacia abajo. 


Para contar los triangulos, observa que cada uno de ellos se forma con un par de 
letras y un numero. Por ejemplo, en la figura 1.14 se aprecia el triangulo F —>• 

G-+ 1. 

Entonces, terminamos el segundo caso contando todos los trios de la forma letra —> 
letra numero, donde las letras disponibles son A, B , C, D, E, F, G y H ylos 
numeros posibles son del 1 al 6. 


A B C D E F 6 H 



Figura 1.14: Triangulo F —> G -* 1. 
Si usamos el principio de la multiplicacion, se establece que: 
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x x = 336 

posibilidades para la primera letra posibilidades para la segunda letra los posibles numeros 

Por lo tanto, 336 es el numero total de triangulos con pico hacia abajo. 

Finalmente, 240 + 336 = 576 es el numero total de triangulos que pueden dibujarse 
con vertices en los punt os de la figura 1.9. 

11.1,7. Argumentacion por contradiccion, coloracion y paridad I 



En un colegio la maestra de un cierto grupo de alumnos quiere 
realizar la siguiente dinamica: 


Cada uno de los alumnos del salon de clases, mostrado en la figura 1 . 15 , 
debe cambiar de lugar bajo la siguiente regia: puede moverse solo un lugar 
a la derecha o izquierda, amba o abajo, cuando sea posible', de tal manera 
que ningun estudiante quede en su mismo lugar al realizar todos ellos un solo 
movimiento y sin cambiar de sitio las sillas. Indira, que tomo el tallercito 
de competencias matematicas, afirma que esto no es posible. $Es cierta la 
afirmacion de Indira? 



Intenta varios acomodos y conjetura que no es posible que en 
un solo movimiento los estudiantes logren cambiarse de lugar. 

Para probar la validez de la afirmacion expuesta por Indira, vamos a considerar la 
siguiente argumentacion por contradiccion: 

Supongamos que si es posible formar tal arreglo, es decir, que en un solo movimien¬ 
to los estudiantes logran cambiarse de lugar. 

Podemos entonces colorear la cuadrfcula, como se aprecia en la figura 1.16, donde 
cada estudiante esta en un lugar, ya sea bianco o negro. 
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Figura 1.16: Coloreamos la cuadricula formada por el salon de clases. 

Observa que cualquier estudiante, este situado en una casilla blanca o negra, puede 
realizar cualquiera de los cuatro movimientos que se ilustran en la figura 1.17: 



Figura 1.17: Posibles movimientos de un estudiante. 

A1 moverse un alumno siempre queda en una casilla de diferente color respecto a 
su posicion original, por lo tanto, se necesita la misma paridad de casillas negras 
y blancas, es decir, 18 casillas negras y 18 blancas. 

A1 contar las casillas en la figura 1.17, encontramos que son 17 casillas blancas y 
18 negras, por lo tanto, es imposible hacer el movimiento de los alumnos, hecho 
que contradice la suposicion inicial. Finalmente, la afirmacion de Indira es cierta. 

1.1.8. Generalizacion 


En ocasiones, la solucion de un problema se puede generalizar y, por lo tanto, 
utilizar posteriormente el resultado de la generalizacion. 

Sea la ecuacion: 67x 2 + 2010# + 201 = 0 $Cudl es la suma de 
i g sus raices? 

f Solucion 1 

7 Si r\ y r 2 son las dos raices de la ecuacion 67x 2 +2010o:+201 = 0, 

29 





























www.elsolucionario.net 


Razonamiento matematico 

entonces, deduce que: 


r 1 


-2010 + ^/2010 2 — 4(67)(201) 
2(67) 


_ -2010 - v / 2010 2 — 4(67)(201) 
r2 ” 2(67) 

Sin realizar las cuentitas del radical podemos efectuar la suma de r\ y r 2 : 


n + r 2 = 


-2010 + V2010 2 - 4(67)(201) -2010 - v^OlO 2 - 4(67)(201) 

2(67) + 2(67) 


n+r 2 = 


/ 2010 V 20102 -4(67) (201) 

^ 2(67) + 2(67) 



V2010 2 -4(67)(201) 
2(67) 


2010 ^2010 2 -4(67)(201) 2010 V2010 2 - 4(67)(201) 

2(67) + 2(67) 2(67) 2(67) 


A1 simplificar obtenemos: 


2010 2010 
2(67) “ 2(67) 


ri + r 2 = 



2010 

~67~ 


ri + r 2 = 


2010 

67 


- -30 


A1 observar la ecuacion 67x 2 + 201Ox + 201 = 0, podemos deducir los siguientes 
valor es: 


a — 67, b = 2010 y c = 201 


El resultado de la suma r\ + r 2 esta dada por la expresion: 


r\ 4- r 2 = 


2010 

67 


b 

a 


iEs una coincidencia que ri + r 2 = —? 

a 

Veamos si de manera general la suma de las rafces de una ecuacion de seeundo 

, b 

grado es —. 

a 
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En efecto: Si r\ y r 2 son las rafces de la ecuacion ax 2 + bx 4- c = 0, entonces: 



2 a 

Obtenemos la suma de r\ y r 2 : 


—b + Vb 2 — Aac —b — \/b 2 — 4 ac 

r\ = -—- y r 2 = — 


2 a 


—b + Vb 2 — 4 ac —b — yjb 2 — 4 ac 

r\ + r 2 =---1- 


2 a 


2 a 


0 

W 


n + = 


b Vb 2 — 4 ac 
2a 2a 


/ b Vb 2 — 4ac 
^ \ 2a 2a 


b Vb 2 — 4ac b y/W^Aac 

ri+r2 = _ 2^ + 2a 2a 2^ 





6 6 Vb 2 — 4 ac \/6 2 — 4ac 

/’ i -)- T'o - - — - -j- - — - 

2a 2a 2a 2a 


ri + r 2 


2 a 2a 


ri + r 2 = - ^ 


fta 


b 

a 


Por lo tanto: 


r i + r 2 


Este resultado significa que la suma de las rafces de la ecuacion 1004;r 2 + 2008a: + 
1000 = 0, es simplemente: 


b _ 2008 _ 

a ~ 1004 

Para terminar esta unidad, resolvamos mas problemas utilizando las estrategias 
explicadas hasta el momento. 







Actividad 1.2. 

■ Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linguisticas, matemati- 
cas o graficas. 



■ Identifica las ideas clave en un texto o discurso oral e infiere conclusiones a 
partir de ellas. 

■ Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de 
manera reflexiva. 
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CD1 CD2 CD3 CD4 CDS 


Resuelve los siguientes problemas en equipo y expon tus soluciones ante el grupo. 


Encuentra el resultado de la siguiente operacion: 


- 2009 + 2008 - 2007 + 2006 - 2005 + ... + 4- 3 + 2-1 


Si observamos la suma encontramos que hay un patron, mismo 
que consiste en que existen parejas de numeros cuya resta es 1. A decir, son las 
siguientes: 



2010 - 2009 = 1 
2008 - 2007 = 1 



4-3 = 1 
2-1 = 1 


A1 usar este patron, se establece que: 


2010—2009+2008—2007+.. .+4-3+2-1 = (2010-2009)+(2008-2007)+.. ,+(4-3)+(2-l) 


2010 - 2009 + 2008 - 2007 + ... + 4- 3 + 2- l = l + l + ... + l + l 

Como hay 2010 numeros, entonces se pueden formar 1005 parejas y, por lo tanto, 
el resultado de la operacion es 1005. 


1 g 6 Cudl es la suma de las cifras de lO 2009 — 97? 

Para resolver el problema hacemos la siguiente tabla: 



n, n >1 

10” - 97 

Suma de las cifras 

2 

10 2 - 97 = 100 - 97 = 3 

3 

3 

10 3 - 97 = 1000 - 97 = 903 

9 + 0 + 3 

4 

10 4 - 97 = 10000 - 97 = 9903 

9+9+0+3 

5 

10 5 - 97 = 100000 - 97 = 99903 

9+9+9+0+3 
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Si observas la tabla anterior podras deducir que el numero 9 que aparece en ca- 
da operacion es dos menos que el exponente, es decir, si realizamos la operacion 
lO 2009 — 97, el resultado debe consistir de 2007 nueves, un cero y un tres. 

Por lo tanto, la suma de las cifras de lO 2009 — 97 es: 

9 + 9 + 9 +•• -9 +0 + 3 = 2007(9) + 3 = 18063 + 3 = 18066 

2007 nueves 

A una reunion en la que asistieron 150 personas, todas se saludan 
una sola vez. >, Cudntos apretones de mano se dieron? 

[ Solucion ] 

^^Supongamos que las 150 personas forman el siguiente conjunto: 

P = {-Pi) Pi, P3, • ■ ■ , Pl5o} 

Si denotamos con P\ —> al apreton de manos entre la persona P\ y P 2 , podemos 

hacer una figura que ilustre el problema para descubrir algo relevante. 



Pi 


P 2 




p 2 


—> P4 

p 3 


~^P 5 

Pa 

P 3 

~^Pe 

Pl50 


-> Pl50 


P 3 

P 4 

P 5 


Pl50 Pl49 - > Pl50 


Se ve en el diagrama anterior que para saber el total de apretones de mano, basta 
con contar el numero de parejas distintas que pueden formarse con 150 personas, 
es decir, el problema es equivalents al siguiente: 

Dado el conjunto P = {Pi, P 2 , P 3 , ..., P 150 }, ^cuantas parejas distintas pueden 
formarse con los 150 elementos anteriores? 

La solucion es muy simple si usamos combinaciones: 


150 

2 


150! _ 150! _ 150 • 149- /48! 

(150 — 2)!2! “ 148! • 2! _ /48! • 2! 


150 • 149 
2 • 1 


= 11175 


Por lo tanto, el total de apretones en la reunion es 11175. 
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Encuentra el digito de las unidades de 7 2009 , cuando este se 
^^23239 1 10 escr ibe en notacion decimal. 

Q Solucion 

^^^— 7 Podemos hacer una tabla (1.5)de las primeras potencias de 7 y 
separar la ultima cifra para hallar un patron. 


7" 

Ultimo digito 

7 1 = 7 

7 

Y 1 - 49 

9 

7 3 = 343 

3 

7 4 = 2401 

1 

7 5 = 16807 

7 

7 6 = 117649 

9 

7 7 = 823543 

3 

7“ = 5764801 

1 

7« = 40353607 

7 



^2009 

i? 


Tabla 1.5: 


El ultimo digito de las potencias de 7 tiene un patron o ciclo, este puede resumirse 
en la tabla 1.6: 



Tabla 1.6: 


De aquf deducimos que las potencias de exponentes multiplos de 4 su ultimo digito 
es 1, por lo tanto, 7 2008 en un numero cuyo ultimo digito es 1 y de aqui se deriva 
que 7 2009 es un numero que termina en 7. 

Finalmente, el digito de las unidades de 7 2009 es 7. 



En el piano mostrado en la figura 1.18 se ven cinco trapecios (el 
espacio entre puntos mide un centimetro). Si los numeramos de 
menor a mayor, &cual es el area del trapecio que ocupa el lugar 
2009? 
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Si nos fijamos, por ejemplo, en el trapecio numero cuatro pode- 
















































www.elsolucionario.net 

Unidad 1: Heuristica 





Figura 1.19: Trapecio numero cuatro. 

c 


mos dividir la figura en un cuadrado y un triangulo rectangulo. Observa la figura 
1.19: 

En este trapecio, el cuadrado es de 4 x 4 y el triangulo rectangulo formado tiene 
1 cm de base y 4 cm de altura. 



De aquf deducimos que el trapecio 2009 esta formado por un cuadrado de 2009 x 
2009 y un triangulo rectangulo de 1 cm de base y 2009 cm de altura, por lo tanto, 
el area del trapecio 2009 es: 


Area trapecio = 2009 x 2009 + j_ x ^09 _ 2009 2 + 

2 2 


4037085.5cm 2 


Si f(x) — x 1 para todo numero real x diferente de cero, $cual ; 
es el valor de la siguiente expresion? 



/(/(/(...(/( 2 ))...))) 

^- y 

2009 veces 


1.7: 


/(•»•) = x 1 

2 

m = 2- 1 

2 -1 

/(/(2)) = /(2- 1 ) = (2- 1 )“ 1 = 2 

2 

7UUW) = m - 2 i 

2 1 

/(/(/(/(2)))) = /(2- 1 ) = (2- 1 )- 1 = 2 




Tabla 1.7: 



A1 observar la tabla se puede deducir lo siguiente: 

/ (/( 2 )) = / (/ ((/( 2 )))) = / (/ (/ (/ ((/( 2 )))))) = ... = 2 

2 veces 4 veces 6 veces 
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Usando este patron podemos establecer que: 


/(/(/(...(/( 2 ))...))) = 2 




2008 veces 


Por lo tanto se tiene: 


/(/(/(•••(/( 2))...))) = 2- 1 = i 

N -v-' Z 


2009 veces 



Si en la sucesion de numeros 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, A, A, A, 5, 5, 
5, 5, 5 , el entero n aparece n veces. &Cual es el numero que 
aparece en la posicion 2009 ? 


f Solucion J 


Como cada numero n aparece en la sucesion n veces, entonces 


debemos encontrar para que numero k se cumple la siguiente igualdad: 

l + 2 + 3 + 4 + -- - + /c = 2009 

Es decir, hasta que numero k debemos terminar la suma para tener 2009 terminos 
de la sucesion. 

Si utilizamos la suma de Gauss, obtenemos que: 


1 + 2 + 3 + 4H-h k = ^ = 2009, donde k € Z + 


Resolvemos la siguiente ecuacion: 



k 2 + k = 4018 


k 2 + k - 4018 = 0 


A1 utilizar la formula general de segundo grado, obtenemos: 


-1± v/l 2 -4(l)(-4018) 

2 ( 1 ) 


-l±x/l6073 


De aqui se logran las siguientes soluciones: 


-1 +VT6073 


« 62.88 y k 2 = 


-1 - VT6073 


~ —63.88 
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Como k e Z+, solo consideramos k = 62 en lugar de 62.88 y la solucion negativa 
no la tomamos en cuenta. 

Para k = 62 se tiene lo siguiente: 

l + 2 + 3 + 4 + -- - + 62 = 62 ( 6 ^ + ]} = 31 . 63 = 1953 

Esto significa que si continuamos la serie hast a el 62, cubrimos 1953 espacios, es 
decir: 


1,2,2,3,3,3,4,4,4,4, • • • , 62,62, 62, • • • ,62 


-V'- 

62 veces 


1953 terminos 


De aqui deducimos que para tener 2009 terminos, debemos considerar al niimero 
63, es decir: 


1, 2, 2,3,3,3,4,4,4,4, ••• , 62,62,62, • • • , 62,63,63, 63, • • • ,63 


1953 terminos 


63 terminos 


Como 1953 -f- 63 = 2016, se garantiza que el termino 2009 de la sucesion 1, 2, 2, 3, 
3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, ... es 63. 


En la pantalla de una computadora aparece el numero 123. Cada 
minuto la computadora suma 102 al numero que esta en la 
pantalla. El jugador puede intercambiar el orden de los digitos 
en la pantalla cuando lo desee. $Puede lograr que nunca aparezca 
un numero de cuatro digitos en la pantalla? 

(_ Solucion ) 

Si comenzamos con el numero 123, al siguiente minuto la com¬ 
putadora suma 102 y resulta 225, ello lo vamos a denotar para facilitar el problema 
de la manera siguiente: 

123 225 

Como el resultado es 225 no conviene intercambiar los digitos del numero. Al 
siguiente minuto se tiene que: 



225 ±15? 327 

Como el resultado es 327, aqui conviene invertir los digitos para formar el numero 
237. A este intercambio lo podemos denotar como: 

225 327 <-p 237 

Si usamos esta notacion, podemos elaborar la siguiente lista: 
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(1) 

123 225 

(8) 

045 ±i^ 2 147 

(2) 

225 327 <-P 237 

( 9 ) 

147 ±^ 2 249 

( 3 ) 

237 ^ 339 

(10) 

249 ±^ 2 351 <-p 135 

( 4 ) 

339 ^ 441 144 

(11) 

135 ±^ 2 237 

( 5 ) 

144 ^ 2 246 

(12) 

237 339 

(6) 

246 348 

(13) 

339 ±^ 2 441 «-p 144 


(7) 348 ±^ 2 450 HP 045 


Observa que en el paso 12 obtenemos 339 y es el mismo resultado que logramos 
en el paso numero 3; por lo tanto, se forma un ciclo o un patron. 

Finalmente, se puede afirmar que nunca aparecera un numero de cuatro di'gitos en 
la pantalla. 


En uTia uma se colocan 2009 canicas marcadas con los numeros 
1> 2, • • •, 2009. Se sacan al azar 2 canicas de la uma , y se calcula 
la suma de los numeros en ellas. #Que es mas probable, que la 
suma sea par o que sea impar? 


Podemos recordar algunas propiedades de los numeros natu- 

rales: 



(a) La suma de numeros pares es par. 

(b) La suma de una cantidad par de numeros impares es par. 

(c) La suma de una cantidad impar de impares es impar. 

(d) La suma de un par y un impar es impar. 


Como 2009 es impar, entonces en la urna hay 1004 numeros pares y 1005 numeros 
impares. 


Para que la suma de 2 numeros extrafdos al azar sea par, debemos considerar los 
siguientes casos: 


Caso 1 


Los 


Asi, el total de casos 


dos numeros extrafdos son 
que cumplen con ello es: 


pares, ya que par + par 


par. 
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Unidad 1: Heuristica 


1004 


1004! 


1004! 1004• 1003- /002! 1004•1003 


(1004 - 2)!2! 1002! • 2! 


/ 1002 ! • 2 ! 


= 503506 


Caso 2 


Los dos numeros extraidos son impares; impar + impar = par. 


En este caso el total de casos que cumplen con este caso son: 


1005\ 

2 ) 


1005! _ 1005! 

(1005 - 2)!2! ” 1003! • 2! 


1005 • 1004- /003! 
,1003! ■ 2! 


1005 • 1004 
2 


= 504510 


El total de casos en el que la suma sea par es 503506 + 504510 = 1008016. 

Para que la suma de 2 numeros extraidos al azar sea impar, solo es posible si uno 
de los numeros es par y el otro par. Por el principio de la multiplication, el total 
de casos es 1004 x 1005 = 1009020. 

Por lo tanto, al sacar 2 canicas de la urna es mas probable que la suma sea impar. 
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Problemas a resolver 

Resuelve los siguientes ejercicios escribiendo con todo detalle cada paso de tu 
solution. 



Los enteros mayores que 1 son acomodados en 5 columnas, como se mues- 



2 

3 

4 

5 

9 

8 

7 

6 



10 

11 

12 

13 

17 

16 

15 

14 








4 enteros consecutivos aparecen en cada fila, en la primera, tercera y siguien¬ 
tes filas impares los enteros aparecen en las cuatro ultimas columnas y se 
incrementan de izquierda a derecha. En la segunda, cuarta y siguientes filas 
pares, los enteros aparecen en las primeras cuatro columnas y se incrementan 
de derecha a izquierda. ^En que columna se encuentra el numero 2009?. 


(a) Primera. (b) Segunda. (c) Tercera. 

(d) Cuarta. (e) Quinta. 


2 . 


Si el patron de la figura se continua, ^cuantas letras K necesitamos? 


(a) 45 

(d) 60 


D 

C D 
BCD 
A B C D ... 
BCD 
C D 
D 


(b) 21 (c) 49 

(e) 18 
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Unidad 1 : Heuristica 


3. 


Encuentra el ultimo digito de 9 2008 x 16 2009 . 


(a) 1 (b) 4 

(d) 8 (e) 9 


(c) 6 


4. 


Si la siguiente serie continua indefinidamente: 

27 = 3x3x3, 207 = 3x3x23, 2007 = 3x3x223, 

( : ,Cual de los numeros es multiplo de 81? 

(a) 200007 (b) 2000000007 

(d) 20000007 (e) 200000000007 


20007 = 3x3x2223, 


(c) 20000000000007 


5. Maria Fernanda construye las siguientes figuras con cajitas de carton. Si 

_ y 

forma la figura 2008, ^cuantas cajas le faltan para construir la figura 2009? 


cB 


figura 1 figura 2 figura 3 


figura 4 


(a) 2008 

(d) 2012 


(b) 

(e) 


2009 

2007 


(c) 2011 



Un costal esta lleno de canicas de 20 colores distintos, que al azar se van 
sacando. ;,Cual es el rm'nimo numero de canicas que deben sacarse para garan- 
tizar que en la coleccion tomada habra al menos 100 canicas del mismo color? 


(a) 1960 

(d) 1955 


(b) 1977 

(e) 2001 


(c) 1981 


41 


























www.elsolucionario.net 


Razonamiento matematico 


7- En las siguientes figuras se muestran tres arreglos de cubos que llamamos 
figura 1, 2 y 3, respectivamente. ^Cuantos cubos habra en la figura 2009? 



(a) 4036081 

(d) 4032064 


(b) 4040100 

(e) 4028049 


(c) 4038090 


8 . I En cierta carrera a campo traviesa, compiten dos equipos de cinco in- 
tegrantes cada uno. Si un participante termina en la n-esima posicion, este 
contribuye con n puntos al marcador del equipo, siendo aquel que logre menos 
puntos el que gane. Si no hay empates entre corredores, ^cuantos puntajes 
ganadores son posibles? 


(a) 

(d) 


10 

120 


(b) 

(e) 


13 

126 


(c) 27 


9. 


Observa las igualdades siguientes: 


3 2 + 4 2 = 5 2 

5 2 + 12 2 = 13 2 
7 2 + 24 2 = 25 2 


9 2 + 40 2 = 41 2 


Con base a lo anterior, si 2009 2 + x 2 = y 2 el valor de x + y es: 


(a) 4036080 

(d) 2018041 


(b) 4036081 

(e) 2018040.5 


(c) 2018040 
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Unidad 1: Heuristica 


Supongamos que s ( n ) denota a la suma de los digitos del numero n, por 


ejemplo, s(3425) = 3+4+2+5 = 14. Si s 2 (n) = 5 («(«)), s 3 (n ) = a (a (a(n))), 
y asi sucesivamente, £cual es el valor de s 2009 (2009)? 


( a ) 1 (b) 2 ( c ) 3 

(d) 4 (e) 5 


11 . 


_ Iniciamos con el numero 2009 y construimos una lista de la siguiente 

forma: cada numero es la suma de los cuadrados de los digitos del numero 
anterior, es decir, el segundo numero de la lista es 85. el tercero es 89, el 
cuarto es 145 y asi sucesivamente. iQue numero ocupa el lugar 2009? 


( a ) 20 (b) 4 ‘ ( c ) 16 

(d) 67 ( e ) 85 



Un camino circular esta formado de 17 piedras que numeramos 0, 1, 2, 3. 


• • •> !6. Daniela empieza en la piedra numero 0 y se mueve a la 1. Luego da 
cuatro pasos, hasta la numero 5; luego da 9 pasos hasta la piedra 14 y asi 
continua hasta que al final da 2009 2 pasos y se pone a descansar. ^En que 
piedra esta descansando? 


(a) 11 (b) 12 ( C ) 13 

(d) 14 (e) 15 



Se escribe un numero que tiene 2009 digitos siguiendo el siguiente patron: 
327719327719327719327719... 


iCuales son los dos ultimos digitos que se escribieron? 

(a) 71 (b) 19 ( c ) 72 

(d) 27 ( e ) 32 


11 y la ultima 6 y ninguna de ellas esta graduada. La mayor se encuentra 
llena de agua, las otras dos estan vacfas, hay que hacer varios movimientos 
hasta tener exactamente 8 litres de agua en una de las jarras. Explica como 
es posible lograrlo. 


14. 


Hypatia tienen 3 jarras, una de ellas con capacidad de 16 litros, la otra 
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Razonamiento matematico 


15. 


Observa las igualdades siguientes: 


6 2 — 5 2 = 11 

56 2 — 45 2 = 1111 
556 2 — 445 2 = 111111 
5556 2 — 4445 2 = 11111111 


Si denotamos con ai, a 2 , 03 , • • •, a n a las igualdades anteriores, 6 cual es U 
suma de los digitos del termino 02009 ? 


(a) 2009 

(d) 1111 


(b) 1 ( c ) 4018 

(e) 1111111...11 

v ’ s -v-' 

2009 


16. 


En un tablero de ajedrez hay 32 casillas blancas y 32 negras. Elimina U 
casilla de la esquina superior derecha y la de la inferior izquierda. ^Puede? 
cubrir el tablero de ajedrez con fichas de domino, si cada ficha cubre dc- 
casillas? 



Inicialmente, las casillas 1 y 3 del tablero mostrado estan pintadas c-: 


bianco, mientras que las casillas 2 y 4 estan pintadas de negro. 


1 

2 

4 

3 


Cada determinado tiempo, una de las casillas cambia su color al opuesto. S: 
las casillas cambian en este orden: 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, etcetera. Muestra el 
aspecto del tablero despues del cambio niimero 2009. 


^Puedes llenar un tablero de 3 x 3 con numeros del conjunto {—1,0,1} 
de manera que las sumas de los numeros por renglon. por columna y por 
diagonal sean diferentes? Argumenta tu respuesta. 
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Unidad 1: Heuristica 


19 . 


Un edificio tiene sus pisos numerados del 0 al 25. El ascensor del edificio 
cuenta con solo dos botones, uno rojo y otro verde. Al apretar el boton rojo 
asciende 7 pisos y al apretar el verde desciende 9 pisos. Si se oprime el boton 
rojo cuando no hay suficientes pisos por encima, el ascensor se rompe, lo 
mismo ocurre cuando se oprime el boton verde y no hay suficientes pisos 
por debajo. Da una secuencia de botones que permita subir del piso 0 al 11 
usando el ascensor. 



En una carcel hay 10 reos a los que se les va a dar una oportunidad para 
salir libres. Se formaran los 10 en una fila y a cada uno se le pondra un 
sombrero, ya sea bianco o negro. Cada reo solo podra ver el color de los 
sombreros de sus companeros que estan formados delante de el. A cada uno 
de ellos, a partir del ultimo y siguiendo el orden de la fila, se le preguntara: 
^cual es el color de su sombrero? Si responde correctamente, sera liberado. 
</,C6mo pueden hacer los reos para ponerse de acuerdo y que liberen al menos 
a 9 de ellos? 


21 . 


Un gusano se desplaza verticalmente sobre 


_ y 

solamente subir o bajar. Si el primer dfa recorre 
asi sucesivamente, ies posible que despues de 17 
en el lugar de donde partio? 


un arbol. Cada dfa puede 
1 cm, y el segundo 2 cm, y 
dfas el gusano se encuentre 


22 . 


En las casillas de un tablero de 3 x 3 hay 9 focos que cambian de esta- 


do (encendido y apagado). Apretando un foco de las orillas del tablero, este 
cambia de estado junto con sus vecinos (a los lados y en diagonal) y si apreta- 
mos el foco del centro, cambian de estado los 8 restantes. Inicialmente, todos 
los focos estan apagados. ^Es posible que todos ellos queden encendidos? 


23 . 


Un numero n puede ser reemplazado por ab si n = a + 5, donde ay b son 
mimeros naturales. Por ejemplo, si n = 24 y lo escribimos como n— 14+ 10, 
lo reemplazmos por 14 x 10 = 140. Luego, si 140 lo escribimos como 140 = 
131 + 9, 140 se reemplaza por 131 x 9 = 1179 y asf sucesivamente formamos 
una serie de mimeros por reemplazos. ^Es posible obtener al numero 2009 
iniciando con el 17 mediante alguna serie de tales reemplazamientos? 
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Unidad 2 

Solucion creativa de problemas 
aritmeticos y algebraicos 

oHacia donde vamos? 


En el nivel atender, el alumno: 

■ Identificara tecnicas de resolution a problemas aritmeticos y alge¬ 
braicos. 

En el nivel entender, el alumno: 

■ Concebira diferentes soluciones a problemas aritmeticos y algebraicos. 

En el nivel juzgar, el alumno: 

■ Resolvera de diferentes formas problemas aritmeticos y algebraicos. 

■ Comparara las distintas soluciones de un problema aritmetico o alge- 
braico. 

■ Relacionara la creatividad con la solucion de problemas aritmeticos y 
algebraicos. 

En el nivel valorar, el alumno: 

■ Solucionara en forma creativa problemas aritmeticos y algebraicos. 

■ Deliberara la importancia de resolver en forma creativa problemas arit¬ 
meticos y algebraicos para el desarrollo del razonamiento matematico. 
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Razonamiento matematico 


2.1. Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 


Niveles do Operacion de la Actividad Consciente Intencional 



aQue es una solution 
creativa de un pro- 
blema aritmetico 
algebraico? 


Para la reflexion 


S Como se reconoce 
una solution creativa 
de un problema arit¬ 
metico o algebraico? 



6 Para que sirve re¬ 
solver problemas de 
manera creativa? 


□ 


12.1.1. Problemas aritmeticos 


Para resolver problemas de tipo aritmetico o algebraico no siempre se logra con los 
metodos tradicionales, ya que tambien es posible hacerlo a traves de ideas creativas. 
Veamos algunos problemas donde una buena dosis de ingenio nos ayudara para 
resolver los. 

Actividad 2.1. 

■ Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linginsticas, matemati- 
cas o graficas. 

■ Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de 
manera reflexiva. 


CDl CD2 CDS CD4 CD8 


Resuelve en equipo los siguientes problemas: 

Encuentra el digito de las unidades de la expresion: 

9 + 9 2 + 9 3 + 9 4 H-+ 9 2008 + 9 2009 

Si intentamos obtener el resultado de toda la suma, serfa bas- 
tante tardado o imposible. 

Hagamos lo siguiente: 

Escribimos el resultado de las primeras potencias de 9: 



9 1 = 9 


9 4 = 6561 


9 2 = 81 


9 5 = 59049 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 

(a) El ultimo digito de las potencias 9 1 , 9 3 , 9 5 , • • •, 9 2009 es 9 

(b) El ultimo digito de las potencias 9 2 , 9 4 , 9 6 , • • •, 9 2008 es 1 

A1 observar la lista se puede deducir lo siguiente: 

Agrupamos la suma 9 + 9 2 + 9 3 + 9 4 H-f 9 2008 + 9 2009 de la siguiente manera: 

(9 1 + 9 2 ) + (9 3 + 9 4 ) + • • • + (9 2007 + 9 2008 ) + 9 2009 
El ultimo digito en cada parentesis es 9 + 1 = 0 y la de 9 2009 es 9, es decir: 

( 9 i + 9 2 ) + (9 3 + 9 4 ) + • • • + (9 2007 + 9 2008 ) + 9 2009 

s —v—' s —v—' s -v- ' ,,. 

ultimo digito es 0 ultimo digito es 0 ultimo digito es 0 ultimo digito es 9 



Por lo tanto, el ultimo digito de la suma 9 + 9 2 + 9 3 + 9 4 H-+ 9 2008 + 92009 eg g 


Obten el resultado del siguiente producto: 

H) 04) O-affis) 

Hacemos la cuenta en cada parentesis: 

2 - 1 \ /3- 1 \ /4 — 1 \ / 2008 — 1 \ / 2009 — 1 \ 

2 ) V 3 ) V 4 ) " \ 2008 ) V 2009 ) 




Sin realizar el producto de fracciones, se puede efectuar la simplification que in- 
mediatamente se muestra: 







v* 


Por lo tanto, el resultado final del producto es: 


1 

2009 
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Razonamiento matematico 


Si se define la operacion V como aS7b = 2+ 


a -\- b 


para b / 0. 



Determina el valor del menor entero x mayor que 1 tal que 
(4V2) Vx sea un entero. 


Calculamos 4V2 utilizando la definition de la operacion V: 
4V2 = 2 + = 2 + | = 5 


Calculamos 5Vx utilizando la definition de la operacion V: 

5 + x 


5Vx = 2 + 

Podemos escribir a la expresion 5Vx = 2 + 


x 

5 + x 


de la siguiente manera: 


5 + x ^ 5 x ^ 5 _ 5 

5 V x = 2 H-= 2 H-1— = 2 -\ -(-1 — 3 H 

x xxx x 


Para que 5Vx = 3 H— sea un entero, x debe ser el menor divisor de 5 distinto de 
x 

1, por lo tanto x es 5. 


2.4. 


$Cudl es la suma de todos los numeros obtenidos al permutar los 
dzgitos del numero 3912? 



Solution 

La primera solution es escribir las 24 permutaciones y sumar 
todos los numeros. Verifica que el result ado es 99990. 


Resolvemos por casos: 


Caso l 


Calculamos las 6 permutaciones con el primer numero fijo, por ejem- 
plo, 3912, 3921, 3219, 3291, 3192, 3129 y organizamos la information en la tabla 2.1, 
como se muestra a continuation: 


Primer digito 
(unidad de miliar) 

Segundo digito 
(centena) 

Tercer digito 
(decena) 

Primer digito 
(unidad) 

3 

9 

i 

2 

3 

9 

2 

1 

3 

2 

9 

1 

3 

2 

1 

9 

3 

1 

2 

9 

3 

1 

9 

2 


Tabla 2.1: 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 

Observa que la suma de los numeros en la primera columna de izquierda a derecha 
es 18, mientras que a partir de la segunda columna la suma es 24: 

34-3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 18 

9 + 9 + 2 + 2 + 1 + 1 = 24 

1 + 2 + 9 + 1 + 2 + 9 = 24 

2 + 1 + 1 + 9 + 9 + 2 = 24 

A partir de ello podemos establecer la suma de los 6 numeros de la manera si- 
guiente: 


3912 + 3921 + 3291 + 3219 + 3129 + 3192 = 18(1000) + 24(100 + 10 + 1) = 20664 


Por lo tanto, la suma de los numeros 3912, 3921, 3219,3291,3192,3129 es 20664. 


Caso 2 


_ Si fijamos el numero 1 se forman los numeros 1392, 1329, 1932, 

1923 , 1239 y 12293. 


Escribimos los numeros en la tabla 2.2: 


Primer digito 
(unidad de miliar) 

Segundo digito 
(centena) 

Tercer digito 
(decena) 

Primer digito 
(unidad) 

i 

3 

9 

2 

i 

3 

2 

9 

i 

9 

3 

2 

i 

9 

2 

3 

i 

2 

3 

9 

i 

2 

9 

3 


Tabla 2.2: 


Si procedemos de manera analoga al primer caso, la suma de los 6 numeros for- 
mados es: 6(1000) + 28(100 + 10 + 1) = 9108 

Comprueba que la suma de todos los numeros de 4 digitos que comienzan con 2 y 
9 es 14886 y 55332 respectivamente. 

Finalmente la suma de todos los numeros obtenidos al permutar los digitos del 
numero 3912 es: 

20664 + 9108 + 14886 + 55332 = 99990 


>2.5. 


Obten el resultado de la siguiente operacion: 

l 2 - 2 2 + 3 2 — 4 2 + 5 2 - 6 6 +- 2008 2 + 2009 2 



Observemos lo siguiente. 
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Razonamiento matematico 


l 2 - 2 2 = (1 - 2)(1 + 2 ) = (- 1)(1 + 2 ) 

3 2 — 4 2 = (3 — 4)(3 + 4 ) = (—1)(3 + 4) 

5 2 — 6 6 = (5 — 6)(5 + 6) = (—1)(5 + 6 ) 


Si agrupamos de la siguiente manera y utilizamos lo anterior, se deduce que: 


l 2 -2 2 +3 2 -4 2 +-2008 2 +2009 2 = (l 2 -2 2 )+(3 2 -4 2 )+- • -+(2007 2 - 2008 2 )+2009 2 

= (1—2)(l+2)+(3—4)(3+4)+(5—6)(5+6)+- • •+(2007-2008)(2007+2008)+2009 2 
= (-1)(1 + 2) + (—1)(3 + 4) + (—1)(5 + 6) + • • • + (—1)(2007 + 2008) + 2009 2 

l 2 —2 2 +3 2 —4 2 +-2008 2 +2009 2 = (-1) [1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + -- - + 2007 + 2008]+2009 2 


Usando la suma de Gauss, obtenemos: 


l 2 - 2 2 + 3 2 - 4 2 +- 2008 2 + 2009 2 = (-1) 


2008 • 2009 


+ 2009 2 


l2_ 2 2 +3 2_ 4 2 + -2008 2 +2009 2 = (—1)(2017036)+4036081 = -2017036+4036081 

Finalmente, el resultado es: 

l 2 - 2 2 + 3 2 - 4 2 +- 2008 2 + 2009 2 = 2019045 



Obten la suma de todos los enteros entre 50 y 350, cuyo ultimo 
digito es 1. 


Si llamamos a 5 a la suma que deseamos calcular, entonces S 
esta dada por la siguiente expresion: 

S = 51 + 61 + 71 + 81 + • • • + 341 

Podemos escribir a S como: 

S = (50 + 1) + (60 + 1) + (70 + 1) + • • • (340 + 1) 


S' = 10(5 + 6 + 7-h9H -h34) + (l + l + lH-hi) 


30 veces 1 
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Unidad 2: Solution creatlva de problemas aritmet'icos y algebraicos 

S = 10 (5 + 6 + 7 + 9 + • • • + 34) + 30 
Podemos calcular la suma anterior de la siguiente manera: 


5 = 10(5 + 6 + 7 + 9-1-+ 34)+30 = 10(l + 2 + 3 + 4 + -- - + 34)-10 (1 + 2 + 3 + 4)+30 

S = 10 (5 + 6 + 7 + 9 + • • • + 34) + 30 = 10 ~ 10 (10) + 30 

S = 10 (5 + 6 + 7 + 9 + • • • + 34) + 30 = 10 (595) - 10 (10) + 30 = 5880 


Exactamente dos numeros enteros entre 75 y 85 son divisores de 
| 3 32 — 1. tCudI es el producto de estos numeros? 

Q Solucion J 

' Si hacemos la cuenta, resulta lo siguiente: 


3 32 — 1 = 1853020188851840 

Es claro que hallar los divisores buscados es complejo o aburrido, mejor procedemos 
de otra manera. 

Si utilizamos la factorizacion de una diferencia de cuadrados, obtenemos la igual- 
dad: 


3 32 - 1 = (3 16 ) 2 - 1 = (3 16 - l) (3 16 + 1) 
Si aplicamos nuevamente la factorizacion, obtenemos: 


3 32 — 1 = (3 16 ) 2 - 1 = (3 16 - 1) (3 16 + 1) = [(3 8 ) 2 - 1 (3 16 + 1) 


3 32 — 1 = (3 8 - 1) (3 8 + 1) (3 16 + 1) 


3 32 — 1 = 


(3 4 ) 2 - 1 (3 8 + 1) (3 16 + 1) 


3 32 — 1 = (3 4 - 1) (3 4 + 1) (3 8 + l) (3 16 + 1) 

Los numeros buscados son 3 4 — 1 = 80 y 3 4 + 1 = 82, ya que ambos son mayores 
a 75 y menores que 85. Por lo tanto, su producto es 80 x 82 = 6560. 
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Razonamiento matematico 

iCuantos cuadrados perfectos entre 1 y 1001 son divisibles por 

^2225 2 8 


Recordemos que los cuadrados perfectos se forman al elevar a 
la segunda potencia a los numeros naturales. Aprecia la tabla 2.3: 


n 

rr 

i 

i 2 = i 

2 

2 2 = 4 

3 

3 2 = 9 

4 

4 2 = 16 

5 

5 2 = 25 

6 

6 2 = 36 



31 

31 2 = 961 

32 

32 2 = 1024 


Tabla 2.3: 



Al observar la tabla se deduce que el ultimo cuadrado que es menor a 1001 es 
31 2 = 961. Asf que son 31 los cuadrados perfectos que se hallan entre 1 y 1001: 

l 1 ^ 2 ^ 2 ^ 2 ,--. ,31 2 

De los 31 numeros descartamos a los impares, que son 16, y los 15 restantes son 
los numeros que buscamos, es decir, son cuadrados perfectos y divisibles por 2. 


2.1.2. Problemas algebraicos 


Si la suma de dos numeros es 30 y su producto es 15, $ cudl es la 
suma de sus reciprocos ? 

( Solucion ~) 

A partir del enunciado del problema establecemos el sistema de 
ecuaciones que a continuation se muestra: 

( x + y = 30 (1) 

\ xy = 15 (2) 

Despejamos y de la igualdad (1) y sustituimos en la (2) para obtener la ecuacion 
de segundo grado: 



x 2 - 30a: + 15 = 0 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 

Resolvemos por la formula general: 


__ —(—30) ± y / (—30) 2 — 4(1)(15) 

2 ( 1 ) 

30 ± V900 - 60 

* = - 2 - 

30 ± \/840 _ 30 ± y/4 • 210 
X ~ 2 ~ 2 

30 ±2a/2I0 _ , /— —— 

x —— - --= 15 =h v210 

z 

Por lo tanto, las raices de la ecuacion son los siguientes numeros: 

*1 = 15 + \/210 y x 2 = 15 - V2W 

Cada uno de los numeros obtenidos los sustituimos en la ecuacion (1) y despejamos 

y- 

Para x\ = 15 + a/ 210, se obtiene y\ = 15 — \/210 y la suma de los reci'procos de 
xi y yi es: 


1 _ 1 _ _ 1 
x\ y\ 15 + V2W 


15 - a/210 


Para X 2 = 15 — \/210, se obtiene j/2 = 15 + a/ 210 y la suma de los reciprocos de 
a :2 y J /2 es: 

1 1 . 1 1 
^2 + yi ~ 15- >/2l0 + 15 + >/2l0 _ 

Concluimos que para cualquiera de las soluciones obtenidas, la suma de los reci'pro¬ 
cos es 2. 

Otra solution es la que inmediatamente se presenta: 

Partimos del sistema establecido anteriormente: 

( x + y = 30 (1) 

\ xy = 15 (2) 

Como se quiere obtener la suma de los reciprocos de los numeros x y y, debemos 
obtener el resultado de esta expresion: 

1 

- h 

X 

A1 simplificar la expresion se obtiene: — 


y 

1 _ x + y 
y xy 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 

+ ( “ ) ( 3*)“- 2 (- 2 y ) 2 + •■•+(“) ( 3 x ) 10 - 10 (— 2„) 10 



(3a: - 2y) 10 = 59049 - a: 10 - 393660 - x 9 y + 1180980a; V - 2099520a; 7 ?/ 3 + 

+2449440a;V - 1959552a:V + 1088640xV- 

-414720x 3 ?/ 7 + 103680x 2 ?/ 8 - 15360 xy 9 + 1024y 10 
Separamos todos los coeficientes de la expresion y obtenemos la suma: 



59049 - 393660 + 1180980 - 2099520 + 2449440 - 1959552 + 1088640 - 414720 + 103680 - 15360 + 1024=1 


Otra solucion es la que a continuation se presenta: 



Solucidn 

Como se quiere obtener la suma de todos los coeficientes del 
binomio (3x — 2 y) 10 , basta con sustituir x = lyy = lenla expresion siguiente, 
ya que no interesa la parte algebraica de los terminos del binomio. 

\io _ l 10 ^ o / o „.\0 , ( 10 \ /O ^io-i ( 


(3x — 2y) lu = ( q 1 (3®)“-° (-2y) u + I ~ ] (3x)^ (-2yY + 


+ 


10 


)(3*] 


) 10 2 (-2 yf + 


+ 1 “ ) { 3 x ) I0-1 ° (— 2 j /) 10 


Es decir: 


(31-2- l) 10 = ( J° J (3 • 1) 10_0 (-2 • 1)° + ( J U j (3 • l) 10-1 (-2 • l) 1 + 


10 


+ | 2° ) (3 • l) 10 " 2 (-2 • l) 2 + •••+( ) (3 • I) 10 ' 10 (-2 • l) 10 


V 


Pero es mas facil hacer la cuenta en el lado izquierdo de la igualdad, es decir: 
(3 • 1 - 2 • l) 10 = (3 - 2) 10 - l 10 = 1 


57 











www.elsolucionario.net 


Razonamiento matematico 

Si x, y son dos numeros (posiblemente complejos) que satisfacen 
las ecuaciones x + y = 5 y xy = 8, $cual es el valor de x 3 + y 3 ? 

Elevamos al cubo la ecuacion x + y = 5: 

(x + y ) 3 = 5 3 

x 3 + 3 x 2 y + 3 xy 2 + y 3 = 125 
x 3 + y 3 + 3 x 2 y + 3 xy 2 = 125 

Factorizamos: 

x 3 + y 3 + 3 xy (x + y) = 125 

Despejamos x 3 + y 3 : 

x 3 + y 3 = 125 — 3 xy (x + y) 

Como x + y = 5 y xy = 8, sustituimos y obtenemos lo siguiente: 

x 3 + y 3 = 125 - 3(8)(5) = 125 - 120 = 5 

Por lo tanto: 

x 3 + y 3 = 5 



2.13. 


zCudI es el producto de las razees de la ecuacion 134x 2 + 5x + 
2010 = 0 ? 


f Solucion 1 

' Al aplicar la formula general para resolver una ecuacion de 
segundo grado, se obtiene: 


—5 ± y/5 2 — 4(134)(2010) 
2(134) 


Las dos raices son las siguientes: 


-5+ - 4(134)(2010) -5 - - 4(134)(2010) 

2(134) 7 X2 ~ 2(134) 


58 


En lugar de hacer las cuentitas para encontrar el valor de cada una de las raices, 
podemos calcular el producto: 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 


/-5 + v/5 2 - 4(134)(2010)\ /-5- v/5 2 - 4(134)(2010) 
Xl ' X2 ~ y 2(134) J y 2(134) 



£l • X2 = 


(-5 + ^/5 2 -4(134)(2010)) (-5 - ^5 2 - 4(134)(2010)) 


2 2 • 134 2 


0 I 
w 


Observa que la s expresiones en el numerador de la fraction anterior son binomios 
conjugados, entonces si realizamos el producto notable, se obtiene que: 


X\ • £2 


(—5) 2 - (v/5 2 - 4(134)(2010))' 
= 2 2 • 134 2 


X\ ■ X2 


_ 5 2 - (5 2 - 4(134)(2010)) 


2 2 • 134 2 


X\ ■ X2 


5 2 — 5 2 + 4(134)(2010) _ y 4( / 134)(2010) 
2 2 • 134 2 ~ fP- /34 • 134 

2010 

Xi • £2 


134 


Observa que el resultado obtenido es el cociente de los coeficientes c y a de la 
ecuacion 134£ 2 + 5£ + 2010 = 0, es decir: 


£1 • £2 


2010 c 


134 a 

^Es coincidencia?, o ^,en general se cumple? Para responder a esta interrogante, 
resolvamos el problema de manera general. 

Si consideramos a la ecuacion general de segundo grado ax 2 + bx + c = 0, entonces 
el valor de x esta dado por la expresion siguiente: 


£ = 


Las dos raices de la ecuacion son: 


—b ± y/b 2 — 4ac 


£1 = 


—b + y/b 2 — 4 ac 


2 a 


2 a 


y x 2 = 


—b — y/b 2 — 4 ac 

2 a 


Calculamos el producto de las raices: 

'—b + y/b 2 — 4ac\ f —b — y/b 2 — 4 ac^ 

K 2<1 /V 2a ) 

^—6 + ac) b — Vb 2 — 4 ac'j 


xi ■ X2 = 


X\ ■ x 2 = 


2 2 a 2 
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Razonamiento matematico 


X\ ■ X2 


(—6) 2 — (^\/b 2 — 4 acj 
= ¥a? 


b 2 - (b 2 - 4 ac) b 2 - b 2 + 4ac 

Xl ' X2 ~ ^2 - ^2 


Xi • X2 


4 ac 


Xi • x 2 


A M 

/4 /ha 


Por lo tanto: 


x\ • x 2 = - 
a 


Si a + b = 1 y ab = 1, es el valor de a + a 2 + a 3 + 6+6 2 + b 3 ? 

(_ Solucion 

Agrupamos algunos terminos de la expresion: 

a + a 2 + a 3 + 6 + b 2 + 6 3 = (a + 6) + (ft 2 + 6 2 ) + (a 3 + fr 3 ) 
Completamos el binomio al cuadrado y al cubo: 

a + a 2 + a 3 + b + b 2 + b 3 = (a + b) + (a 2 + 2ab + b 2 ) + (a 3 + 3a 2 6 + 3a6 2 + 6 3 )- 

— 2ab — 3 a 2 b — 3 ab 2 

Factorizamos: 



a + a 2 4- a 3 + b + b 2 4- fr 3 — (a + 6) + (a + fr) 2 + (a 4- 6) 3 — 2 (ab) — 3 ab[a + 6] 
Como a + 6= lya6=l, se obtiene lo siguiente al sustituir estos valores: 


a + a 2 + a 3 + b + b 2 + b 3 = 1 + l 2 + l 3 — 2(1) - 3(1)(1) 

= 3 — 2 — 3 = —2 


Finalmente: 

a -f- <2 2 4~ a 3 + fe-f-b 2 + 6 3 = —2 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 



Si 2x — 3y -F = 600 y 3# — 12 y + 9 z = —198, $cual es el valor 
de x + y + z? 


{ Solucion ) 


Estamos acostumbrados a resolver un sistema de 3 x 3, siempre 


que se tienen las 3 ecuaciones; sin embargo, al poseer solo dos ecuaciones parece 
imposible resolverlo. Sin embargo, al realizar una manipulation adecuada a las 
ecuaciones es posible lograr el resultado. 

Primero dividamos la ecuacion 3x — 12 y + 9 z — —198 por 3: 


3x — 12 y + 9 z 
3 


198 

~Y 


3x 12 y 9 z 198 

~3 3~ + T = 3~ 


x — Ay + 3z = —66 


Restemos esta expresion con 2x — 3y + = 600: 

[x — Ay + 3 z] — [2x — 3 y + 4 z\ = —66 — 600 = —666 

Quitamos parentesis: x — Ay + 3z — 2x + 3y — 4z = —666 
Simplificamos: —x — y — z — —666 

Multiplicands por (—1) ambos lados de la igualdad: (—1 )(—x—y—z) = (—1)(—666) 
Finalmente obtenemos el resultado buscado: x + y + z = 666 



Si -= icual es el valor de - ? 

x-y 3 y 


( Solucion J 


Para lograr la expresion —, podemos dividir al numerador y 

V 

denominador de la expresion del lado izquierdo por y: 


2x + 3 y 



x~y 3 

y 


Separamos en fracciones: 



~ 3 

y y 



2 

3 


y 
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Razonamiento matematico 


x 


Despejamos —: 

y 


*; + -S 


- - 1 
y 




* ; -I ; 


-I- 


X 

y 


*-! 


-!-• 


x / 4 

2/ U 


11 

T 


X 

2/ 


n 

y 

4 


X 


Finalmente, logramos el resultado: — 

y 


11 

T 


Si 


2.17. 


x = 1 + i/l + Y + vATT, icual es el valor de x + — ? 
v x 


Q Solucion ") 

^' s —^ Como X = 1 + yfl 
siguiente: 


•, podemos, entonces, escribir lo 


x = 1 + y/x, donde x = 1 + 


\/ 1 + yf 1 


Por otro lado, calculamos x H—: 

x 


X + I = (1 + Vi) + —i-p = (1 + ^ (1 + ^ + 1 

X 1 + 1 + sfx 


x + I _ (1 + vY + 1 

x 1 + y^X 


1 1 + “2-\/x + x + 1 

X H-= -:- 7 =- 

X 1 + \/^ 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos v algebraicos 


1 2 + 2^/x + x 

x + - = — -■=— 

x 1 + v x 

Factorizamos: 

1 2 (1 + y/x) + X 

x H— —--- -= - 

x 1 + v :x 

Como x = 1 + y/E, entonces sustituimos en la expresion anterior 

1 2(x) + x 

x + - = —- 

X X 

x + i = ^ = 3 

X fc 


Por lo tanto: x H— = 3 
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Razonamiento matematico 

Problemas a resolver 

Resuelve los siguientes ejercicios escribiendo con todo detalle cada paso de tu 
solution. 


Encuentra el ultimo digito de 9 2008 x 16 2009 . 


(a) 1 

(d) 8 


(b) 4 

(e) 9 


(c) 


2 . ^Cual es el result ado de la siguiente expresion? 

_y 

50 2 


51 


49 2 


50 2 — 1 / V 49 2 - 1 J V 48 2 — 1 


48 ^ 


2 2 


3 2 - 1 J V 2 2 - 1 


(a) 100 

(d) 160 


(b) 120 

(e) 180 


(c) 140 


3. 


Supon que [x, y, z] 


x — z 


(a) -4 

(d) 4 


. Si [x,z,y\ = —5, ^cual es el valor de [x,y,z]7 

(c) 6 


y- z 

(b) -5 

(e) 7 


4. Jacinta calcula correctamente el valor de 5 2009 x 8 669 .^Cuantos dfgitos con- 
tiene su respuesta? 


(a) 669 

(d) 2007 


(b) 2008 

(e) 2009 


(c) 2010 


5. 


El promedio de una serie de 64 numeros es 64. Si el promedio de los primeros 
36 numeros es 36, ^cual es el promedio de los 28 numeros restantes? 


(a) 28 

(d) 108 


(b) 72 

(e) 100 


(c) 44 


6 . 


En un numero de 7 dfgitos, cada grupo de cuatro dfgitos adyacentes suman 
16 y cada grupo de 5 dfgitos adyacentes suman 19. ^,Cual es la suma de los 
siete dfgitos del numero? 


64 














































































www.elsolucionario.net 


Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 

(a) 21 (b) 35 (c) 28 

(d) 25 (e) 32 



^Cual es la mayor potencia de 2 que divide al numero 1023 2 — 1? 


(a) 2 9 (b) 2 10 (c) 2 U 

(d) 2 12 (e) 2 8 


8 . 


En la multiplication mostrada abajo, cada una de las letras representa a 
un di'gito diferente. l,A que letra le corresponde el valor de 3? 


A6 BC 
jc_7 

D 9 E 9 8 


(a) A (b) B (c) C 

(d) D (e) E 



Maria Fernanda calcula el valor de l 2009 + 32009 52009 _j_ 72009 _|_ g 2009 

usando una computadora muy avanzada. ^Cual es el digito de las unidades 
de la respuesta que obtuvo? 


(a) 3 (b) 4 (c) 5 

(d) 6 (e) 7 


10 . 


Si a, b, c, son numeros reales positivos, tales que ab — c, be = 12, b = 3c; 


( ',cuanto vale abc ? 


(a) 1 

(d) 10 


(b) 4 (c) 8 

(e) 12 


11 . 


Si efectuamos el producto de todos los numeros impares comprendidos 


entre 1 y 2009, ;,cual es la cifra de las unidades del numero obtenido? 


3 (c) 5 

9 


(a) 1 

(d) 7 


(b) 

(e) 
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Razonamiento matematico 


/ - ~-\ 

12 . 


Observa los productos siguientes: 


12345679 x 18 = 222222222 

12345679 x 27 = 333333333 
12345679 x 54 = 666666666 

iPor que numero debemos multiplicar a 12345679 para obtener 999999999? 

(a) 29 (b) 99 (c) 72 

(d) 41 (e) 81 


El promedio de las edades de un grupo formado por abogados e ingenieros 
es de 40 anos. Si los segundos promedian 35 anos y los primeros 50, ^cual es 
la razon del numero de ingenieros al numero de abogados? 

(a) 3 : 2 (b) 3 : 1 (c) 1 : 2 

(d) 2:3 (e) 2:1 




/.Cual es el menor numero primo que divide a la surna 3 11 + 5 13 ? 


(a) 2 (b) 3 11 + 5 13 (c) 5 

(d) 3 (e) 13 



28 estudiantes de un colegio toman por lo rnenos una materia. El numero 
que toman solo Matematicas e Ingles es igual al que solo toman Matematicas. 
No hay estudiantes que unicamente tomen Ingles o Historia, y seis seleccionan 
Matematicas e Historia, pero no Ingles. El numero de estudiantes que solo 
toman Ingles e Historia es cinco veces el numero de los que toman las tres 
materias. Si el numero de estudiantes que toman las tres materias es par y 
diferente de cero. ^Cuantos solo toman Ingles y Matematicas? 


(a) 5 (b) 6 (c) 7 

(d) 8 (e) 9 



La suma de los digitos del numero (lO 2009 + l) 2 es: 


(a) 1 (b) 2 (c) 3 

(d) 4 (e) 5 



Si QUE ES es A SI cuando QUIEN ES es ES y el ASI y ASI es ESxASL 


ique es el QUIEN ESxQUE ES cuando el QUIEN ES es ASI , el ASI y ASI 
es ASI x ASI y el ES es dos? ( QUE ES, QUIEN ES, ES y ASI son variables 
consideradas positivas) 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 


(a) QUIEN ES 
(d) AS I 


(b) QUIEN ES 
(e) AS I y A SI 


(c) ES 


18. El numero n es un cuadrado perfecto. El siguiente cuadrado perfecto es: 

(a) n + y/n (b) n 2 + 1 (c) n 2 + 2 n + 1 

(d) u + 2y/n + 1 (e) v? + n 


19. Si x H — = 8 , icuol es el valor de x 4 H— 7 ? 




(a) 8 4 

(d) 8 4 + 2 8 — 2 


(b) 8 4 + 2 
(e) 8 4 + 2 8 


(c) 8 4 — 2 8 + 2 


20 . Si 2 X = 3, entonces el valor de 4 2x es: 


(a) 3 

(d) 81 


(b) 9 

(e) 6561 


(c) 12 


21 . 


Si a y b son numeros reales, tal que a — b = ab = —, ;,cual es el valor de 

b' 


a + b ? 


(a) 

(d) 8 


3 

2 


(b) -1 

(e) 16 


-2 


22. Encuentra la suma de los coeficientes en la expansion de la expresion 

274 

— Ar. 4 - I 


siguiente: 


1 \ 274 

- — Ax + 4x 3 J ( 6 x 4 — 6 x + 2) 


275 


(a) -1 

(d) 549 


(b) 0 

(e) 2746 


(c) 2 


23. ^Cual es la suma de todos los numeros de tres digitos que pueden formarse 


usando tres digitos diferentes escogidos entre 1, 2, 3, 4 y 5? 


(a) 1080 

(d) 20180 


(b) 1180 

(e) 21080 


(c) 19980 


24. 


Halla el menor valor posible de la expresion x 2 + y 2 + lOx + 20y + 30 
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(a) -155 

(d) ^ —30 


(b) -105 (c) -95 

(e) 0 



Si a + b = 19 y a 2 + b 2 = 181, ^cual es el valor de ab ? 


(a) 70 

(d) 88 


(b) 78 (c) 84 

(e) 90 




26. 


La diferencia entre las rai'ces de la ecuacion x 2 + px + q = 0, es la misma 

_ / 

que la diferencia entre las raices de x 2 + qx 4- p = 0, donde p ^ q. Entonces, 
£a que equivale p + q = ? 


(a) -4 (b) -1 (c) ->2 

(d) 0 (e) 2 



^Para cuantos valores enteros de n, la fraccion 


Ti + 13 
71 — 4 


es un entero? 


(a) 0 (b) 1 (c) 2 

(d) 3 (e) 4 


28. Si a y /? son las soluciones de la ecuacion 2x 2 — x — 2 = 0. Encuentra el 
valor de 2a + 2/3 + (a/3) 2009 . 


(a) 0 

(d) -1 


(b) 1 

(e) -2 


(c) 2 


29. 


Si x + 1 = 3 con x > 1, ^cual es el valor de x 3 + -1? 


x 


(a) 8\/5 

(d) 18 


(b) 5\/2 

(e) 9 


(c) 27 


30. 


Obten el valor de (2x — l) 2 , si x esta dada por la relacion: 


x = 1 + 


1 


2 + 


1 + 


2 + 


1 + 


2 + ■ 


68 
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Unidad 2: Solution creativa de problemas aritmeticos y algebraicos 


(a) 

(d) 


1 

7 


(b) 5 

(e) 3 


(c) 


31. 


La suma de las raices de la ecuacion 4.x 2 + 5 — 8 x — 0 , es igual a: 

(c) 


(a) 8 

(d) -2 


(b) -5 

(e) 2 


5 

4 


1 

+ 3 + 


32. 


Encuentra el resultado de la siguiente operation: 


+ 


2009 


2009 

1 


2008 


11 1 \ / 1 1 1 
1 + 2 + 3 + '" + 2008j - l. 1 + 2 + 3 + ' + 2009 

(b) (c) 


2009 

(e) 


2009 


2008 


1 1 J_ 

2 + 3 + " ’ + 2008 


33. 


Si i + x + x 2 + x 3 = 0 , ^cual es el valor de la siguiente expresion? 


\ + x + x 2 -\- x 3 + x A + • • • x 2007 + x 2008 


(a) 0 

(d) 3 


(b) 

(e) 


1 

4 


(c) 


34. 


Sia + fe + c = 0 y a 3 + b 3 + c 3 = 27, i,cual es el valor de abc ?: 


(a) -3 

(d) 3^9 


(b) 0 

(e) 9 


(c) 


35. 


lA que es equivalente la suma que a continuacion se presenta? 


H 11 + ll 11 + ll 11 + ll 11 + ll 11 + ll 11 + ll 11 + ll 11 + ll 11 + 11 U + 11 


li 


ill 


(a) 121 1 

(d) 121 121 


(b) 11 

(e) 11 


121 


(c) 11 


12 


ll 1 


36. 


^Cuantos ceros tiene el resultado de esta operation? 

^20091 2010 


(10 10 + 10 u + 10 12 H- h lO 2009 )' 
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Razonamiento matematico 

(a) 2010 (b) 2009 (c) 20100 

(d) ' 10 (e) 4038090 


37. 


Supon que S n = 1- 2 + 3- 4 + 5- 64-hn(-l) n_1 


es el valor de S' 20 o 9 + S 2 oio? 


con n G N. ^Cual 


(a) 0 (b) 1 (c) -1 

(d) 1005 (e) -1005 



^Cuantas soluciones reales tiene la ecuacion (x 2 + 4 x + 5 ) 


X J + 1 


= 1 ? 


(a) 0 (b) 1 ( c ) 2 

(d) 3 (e) 4 


70 

































www.elsolucionario.net 


Unidad 3 

Solucion creativa de problemas 
geometricos 

cHacia donde vamos? 

En el nivel atender, el alumno: 

■ Identificara tecnicas de resolucion a problemas geometricos. 

En el nivel entender, el alumno: 

■ Concebira diferentes soluciones a problemas geometricos. 

En el nivel juzgar, el alumno: 

■ Resolvera de diferentes formas problemas geometricos. 

■ Comparara las distintas soluciones de un problema geometricos. 

■ Relacionara la creatividad con la solucion de problemas geometricos. 
En el nivel valorar, el alumno: 

■ Solucionara en forma creativa problemas geometricos. 

■ Deliberara la importancia de resolver en forma creativa problemas ge¬ 
ometricos para el desarrollo del razonamiento matematico. 
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Razonamiento matematico 


3.1. Solution creativa de problemas geometricos 




$ Como se reconoce 
una solution creati¬ 
va de un problema 
geometrico ? 




Que es una solution 
creativa de un prob¬ 
lema geometrico? 


$ Para que sirve re¬ 
solver problemas de 
manera creativa? 


Como pudiste experimental en las unidades anteriores, el primer paso para resolver 
un problema es reunir informacion, explorar, entender, relacionar, conjeturar y 
analizar. A1 solucionar cuestiones de tipo geometrico nos enfrentaremos, sin lugar 
a dudas, a nuevos retos y experiencias de aprendizaje. El llamado es a que uses tu 
imagination y creatividad. 

Actividad 3.1. 

■ Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingtiisticas, matemati- 
cas o graficas. 

■ Identifica las ideas clave en un texto o discurso oral e infiere conclusiones a 
partir de ellas. 

■ Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de 
manera reflexiva. 




Resuelve los siguientes problemas en equipo y expon tus soluciones ante el grupo. 



Un circulo con area es inscrito en un triangulo rectangulo de 
area 24. Obten el perimetro del triangulo. 


B 3 1 



Trazamos la figura que ilustre el problema. Observa la figura 


3.1. Formamos los triangulos AOB, BOC y CO A, como se aprecia en la figura 


3.2. 


Como el area del triangulo rectangulo es 24, podemos establecer la siguiente igual- 
dad, utilizando los triangulos formados: 


AreaAAJ3C = 24 = AreaA AOB + AreaASOC + AreaACOA 


24 = 1 (AB) r + 1 (BC) r + i (AC) r o 24 = [AB + BC + AC] 


De aqui obtenemos: — = AB + BC + AC 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 



Figura 3.1: Problema 3.1. 


Figura 3.2: Problema 3.1. 


Como el area del circulo es 47 r, entonces se tiene que 47 r = i rr 2 y, a partir de ello, 
se deduce que r = 2 . 

_ _ _ 48 

A1 sustituir r = 2 en la expresiou siguiente: AB + BC -h AC = — 


_ _ _ 48 

Obtenemos el perimetro del triangulo rectangulo: AB + BC + AC = — = 24 

z 


3.2. 


En el triangulo ABC , AB = 3, BC — 4 y ZABC = 90°. Un 
punto Q se encuentra en el segmento AC. Sea P un punto fuera 
del triangulo ABC, tal que el segmento PQ es paralelo a AB y 
PQ — 1. Obten el area del triangulo APC. 


Solucion 

En la figura 3.3 se aprecia el dibujo que representa al problema: 



Trazamos la recta L paralela al segmento AB y que pase a traves de los puntos P 
y Q. Observa la figura 3.4: 
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L 


E 

3 

$ \ 

. 

,n 


B F 

4 h 2 C 

Figura 3.4: Problema 3.2. 


Consideremos los triangulos APQ y CPQ en la figura 3.4 y tracemos las alturas 
hi y h‘2 , respectivamente. 

A1 ver los triangulos APQ y CPQ, se pueden establecer las siguientes expresiones: 

AreaA APC = Area A APQ + AreaA CPQ = {PQ)hl + iEQlh 

z z 

Factorizando se tiene: AreaA APC = (/ii + ^ 2 ) 

Como PQ = 1 y BC = 4 = hi + /i2? entonces se deduce que: 

AreaA APC = (/»i + h 2 ) = (4) = 2 

Por lo tanto: AreaA APC = 2 u 2 


Las longitudes de los lados de un tridngulo rectangulo son 5,12 
y 13. La bisectrix del mayor angulo agudo divide al tridngulo en 
dos mas con areas P y Q, donde P < Q. $Cual es el valor de 


3.3. 


P.9 

Q' 



Solucion 

Trazamos la figura que ilustre al problema, ver la figura 3.5. 
Sea R el punto de intersection de la bisectriz del angulo B y el lado AC. El area 
de P esta dada por la siguiente expresion: 

P = AreaA ABR = \{AR)(AB) = 1(AR)(5) 

Por otra parte, el area Q esta definida por: 

Q = AreaA CRB = \{CR){AB) = l(Cii)(5) 
z z 
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c 



Figura 3.5: Triangulo rectangulo. 


P \{AR)(5) 

Luego entonces, se tiene que: — = 4 - 

Q 2 (Ci?)(5) 


AR 

CR 


. P AR 

s dear: q~ CR 

A1 aplicar el teorema de la bisectriz al triangulo ABC mostrado en la figura 3.5, 
se establecen las siguientes proporciones: 


Y de aqui obtenemos: 


AB 

AR 

_ 5 _ 

13 ~~ 


BC 

CR 


o bien 


5 

AR 


AR n , P 

——. Por lo tanto: — 
CR Q 


13 

CR 

5 _ 

13 


En un triangulo equilatero ABC de lado 2, se escoge un punto 
cualquiera P en el interior del triangulo. A partir del punto P 
se trazan segmentos perpendiculares PH, PF y PE a los lados 
AB, BC y AC, respectivamente. Encuentra el valor de la suma 
3 4 TH + PF + PR. 

Q Solucion 7) 

7 Al interpretar el texto del problema, trazamos la figura que lo 
ilustre. Observa el triangulo mostrado en la figura3.6. 


Dibujamos los triangulos APC, APB y BPC , asf como la altura h del triangulo 
ABC trazada desde C. Ve la figura 3.7. 

Al observar la figura, se pueden establecer lets igualdades que a continuacion se 
muestran: 


Area A ABC — Area A APC + Area A APB + Area A BPC 


Area A ABC = 


i*C) (PE) t (AB)(PH) , (BC)(PF) 


+ 


2 


2 


2 
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c 



Figura 3.6: Triangulo equilatero ABC. 
C 



Figura 3.7: Triangulos APC, APB y BPC. 

Como el triangulo ABC es equilatero, entonces AB = AC = BC = 2. Usando 
estas igualdades, establecemos lo siguiente: 

Area A ABC - £*> + ^S St . + ^ ^ 

f ft t- 

Area A ABC = ~PE + ~PH + PF (1) 

La igualdad mostrada en seguida, se obtiene al analizar el triangulo ABC de la 
figura 3.7. 

a a a ABh 2 h . 

Area A ABC = —-— = — = h (2) 

Por transitividad de las igualdades (1) y (2), se deduce que: h = PE + PH + PF 
Es decir, basta con encontrar la altura del triangulo equilatero ABC para obtener 
la suma PH + PF + PE. 

Por el teorema de Pitagoras: 2 2 = l 2 + h 2 . De donde obtenemos que: h = \/3 
En consecuencia: 

PE + PH + RF = V3 
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Si el area de un triangulo rectangulo isosceles es de 100 unidades 
^ £ cuadradas. $Cudl es la longitud de la hipotenusa del triangulo? 

Q Solucion 3 

— 7 En la figura 3.8 se muestra el triangulo ABC que ilustra el 

problema. 



Figura 3.8: Triangulo rectangulo isosceles ABC. 


Como el area del triangulo es 100, entonces se establece la siguiente expresion: 

Id dJo 

Area A ABC =- - = 100 

Dado que AB = BC por ser un triangulo isosceles, entonces: 

, AB 2 

Area A ABC =-= 100 

2 


De donde obtenemos: — — = 100, por lo tanto: AB 2 = 200 

A1 aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo isosceles ABC , obtene¬ 
mos: 


AC 2 - AB 2 + BC 2 = AB 2 + AB 2 = 2 AB 2 


Como AB 2 = 200, al sustituir se obtiene: 

AC 2 = 2(200) = 400 por lo tanto: AC = \4l00 = 20 
Entonces, la longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo isosceles es 20. 
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En el cuadrado ABCD escogemos un punto P sobre el lado AB, 
tal que AP = 2 PB; sobre el lado BC elegimos un punto Q, tal 
que BQ = 2 CQ. $Cudl es la suma de las medidas de los angulos 
/QAB, /PDQ y /PCB? 

Solution 3 

^ Como resultado de la adecuada interpretation del problema, se 
obtiene la figura 3.9. 




Figura 3.9: Ejemplo 3.6. 

Como ABCD es un cuadrado, entonces AB = BC y de aqui que PB = CQ. Por 
el teorema L-A-L, los triangulos CBP y DCQ son congruentes, y aqui se infiere 
que ZPCB = ZQDC. Observa la figura 3.10: 



Figura 3.10: A CBP “ A DCQ . 

Como AB = BC, tambien se cumple la igualdad AP = BQ. Por el teorema L-A- 
L, los triangulos ADP y BAQ son congruentes, y se deduce que ZQAB = /.PDA. 
Ovserva la figura 3.11, de aqui se obtiene la siguiente relation. 

/QAB + /PDQ + /PCB = /PDA + /PDQ + /QDC 

Como /PDA + /PDQ + /QDC = 90°, finalmente logramos la suma buscada: 
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Figura 3.11: A ADP = A BAQ. 


ZQAB + APDQ + ZPCB = 90° 



3.7. 


Sean AB y CD dos cuerdas de un circulo que se intersectan en 
un punto P. Supon que AP = 4, PB = 6, CP = 2, PD = 12 y 
/.BPC = 90°. $ Cual es el radio del circulo ? 


Q Solucion ^3 

^^—A— 7 En la figura 3.12(a) se ilustra el dibujo que representa las condi- 
ciones del problema. 



(a) Interpretation del problema. 

Figura 3.12: Problema 3.7. 





vT 

v» 


Realizamos una construccion auxiliar: Trazamos dos rectas que pasen por el centro 
O del circulo y que sean perpendiculares a las cuerdas AB y CD. Observa la figura 
3.12(b). 


Por teorema, las rectas trazadas bisecan a las cuerdas AB y CD en los puntos E 
y G, respectivamente. Como AB = 10 y CD = 14, entonces GD = 7 y EP = 1. 
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Dado que W) || PG, entonces OG = 1 . A1 aplicar el teorema de Pitagoras al 
triangulo OGD, se obtiene: 

OD 2 = OG 2 + GD 2 = l 2 + 7 2 - 50 - (25)(2) 

Por lo tanto, r = OD = yj (25)(2) = 5-\/2. 

Si tres circulos de radios 1, 2 y 3 son tangentes entre si 
extemamente, £cudl es el area del triangulo formado al unir 
mediante segmentos los centros de los circulos? 

Solucion 

^ Hacemos el dibujo que representa las condiciones del problema. 
Observa la figura 3.13. 




Figura 3.13: Circulos tangentes. 


Es claro que en el triangulo ABC: 


~AB = 1 + 2 = 3, AC = 1 + 3 = 4 y BC = 2 + 3 = 5 

Como 3 2 + 4 2 = 9 + 16 = 25 = 5 2 , entonces la terna (3,4, 5) satisface el teorema 
de Pitagoras y, por lo tanto, ABC es un triangulo rectangulo con Z.BAC = 90°. 

Asf que el area del triangulo es: 


AreaAAPG = 


AC- AB 
2 


4x3 

2 


= 6u 2 


3.9. 


Un cuadrilatero ABCD puede ser inscrito en un circulo, de tal 
manera que BD es el diametro del circulo. Sea E un punto en 
AC, tal que AC y DE son perpendiculares. Si AE = 6, EC = 10 
y DE = 5, encuentra la distancia perpendicular desde B a la 
cuerda AC. 


(~ Solucion 7} 

En el dibujo 3.14(a) se aprecia el esquema que representa las 
condiciones del problema. 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 



(a) ABCD esta inscrito en el tirculo. 



(b) Construction auxiliar. 


Figura 3.14: Problema 3.9. 


Realizamos la siguiente construction auxiliar: Prolongamos el segmento DE a 
traves de E hasta intersectar la circunferencia en el punto G. Observa la figu¬ 
ra 3.14(b). 



ZBGD = i(180°) = 90° 


Dado que ZBGD — 90°, entonces GEFB es un rectangulo y de aquf se deduce 
que GE = BF, es decir, calcular BF es equivalente a hacerlo con GE. 

Hacemos un nuevo dibujo que involucre los datos del problema. Observa la figura 
3.15(a). 




Figura 3.15: Problema 3.9. 


Si unimos los puntos G con C y A con D, se tiene lo siguiente. Observa la figura 
3.15(b). 
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/.GCA = /GDA Por ser angulos inscritos que sustentan cl mismo arco. 

/CGD = /GAD Por ser angulos inscritos que sustentan el mismo arco. 

Por el teorema A-A-A, se tiene que A GEC ~ A AED, y con ello: 

GE _ ~EC _ GC 

H ~~ W5 ~ AD 

A1 sustituir los datos del problema: 

GE 10 _ GC_ 

~ 5 ~ AD 


GE 10 

De la fraction -= — obtenemos que GE = 12, y finalmente: GE = BF = 12 

6 5 


Tres cuadrados identicos son colocados lado con lado, como se 
muestra en la figura 3.16. Dos lineas son dibujadas de O hasta 
A y de O a B. Encuentra el valor de la siguiente suma: 


3.10. 


Z.AOC + LBOC 



Figura 3.16: Problema 3.10. 

C Solution J 

La construction mostrada en la figura 3.17 ayudara a resolver 

el problema. 

En la figura 3.17, observa que: Z.AOC = ZNBR (1) 

ABOC = ZRBL (2) 

Como BM es la diagonal del cuadrado OBLM , entonces: Z NBR + ZRBL = 45° 
A1 sustituir las igualdades (1) y (2), obtenemos el resultado de la suma: 

ZAOC + ZBOC = 45° 
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Figura 3.17: Problema 3.10. 



Figura 3.18: Problema 3.11. 



d Cual es el penmetro del tridngulo PQR mostrado en la figura 
3.18, si PM ----- 10, MN = 15, PN = 17, QM = QT v 
311 RN = RT? v y 


' A1 examinar la figura 3.18, se puede establecer que: 

Penmetro A PQR. = PQ + QR + PR 


Penmetro A PQR = PQ + QT + RT + PR (i) 

Como QM — QT y RN = RT, si sustituimos en la expresion (1) conseguimos: 

Penmetro A PQR = PQ + QM + RN + PR 
Asociamos: Penmetro A PQR = (PQ + QM) + (RN + PR) 

De la figura 3.18, se tiene que PQ + QM = PM y RN + PR = PN . Usando este 
necfio, se tiene que: Penmetro A PQR = PM -r PN 

A1 sustituir PM = 10 y PN ~ 17, obtenemos el resultado: 

Penmetro A PQR = 10 + 17 = 27 
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3.12. 


En la figura 3.19, supon que AB es un diametro del circulo , BC 
es tangente, ZB AC = 30° y CD = y/3. $ Cudl es la distancia de 
A hasta B ? 



Figura 3.19: Problema 3.12. 


f Solution ) 

v Por teorema, si AB es un diametro y BC es tangente en B , 
entonces AB J_ BC y ABC es un triangulo rectangulo. 

Como ZABC = 90° y ZB AC = 30°, entonces ZACB = 60°. Podemos usar como 
construccion auxiliar, el trazo del segmento BD y plasmar la information recabada 
en un nuevo dibujo. Examina la figura 3.20(a): 




(a) Informacion del problema 3.12. 


(b) Construccion auxiliar. 
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Figura 3.20: Problema 3.12. 

En la figura 3.20(a) se aprecia que ZBAD y ZDBC son angulos inscritos y 
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seminscritos que sustentan el mismo arco BD, por consiguiente: ZB AD = ZDBC = 
30°. 

Asi que BDC es un triangulo 30° - 60° - 90°. Observa la figura 3.20(b). El trian- 
gulo BDC tiene algo especial: es la mitad de un triangulo equilatero, es decir, si 
copiamos otro de ellos que sea congruente, como se ve en la figura 3.21, cada uno 
de los lados del equilatero tendra una longitud de 2\/3: 


F 



Figura 3.21: Triangulo equilatero. 


En la figura 3.21 es evidente que BC = 2\/3. Ahora bien, con este nuevo dato 
hacemos otro dibujo, tal y como se aprecia en la figura 3.22(a). 



(a) Information del problema 3.12. 


(b) ABC es un triangulo 30° — 60° — 90°. 


Figura 3.22: Problema 3.12. 

Si borramos el segmento BD de la figura 3.22(a), es claro que ABC es un triangulo 

30° - 60° - 90°, es decir, tambien es la mitad de un triangulo equilatero; por lo 
AC 

tanto, BC = -y. De aquf deducimos que AC = 2(2\/3) = 4\/3. Aprecia la figura 
3.22(b). 

Finalmente, al aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo ABC, se 
tiene que: 


+ AB 2 


(W5) 2 = ( 2 V 3) 2 
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AB 2 = (4 V3) 2 - (2 Vs) 2 
AB 2 = 16-3-4-3 
AB 2 = 48 - 12 = 36 


AB = V36 = 6 


Concluimos que la distancia del punto A al B, es 6. 


3.13. 


Un circulo es inscrito en un cuadrilatero GHIJ, como se 
muestra en la figura 3.23, con JI = 12 y GH — 18. ^Cudl es el 
perimetro del cuadrilatero? 



Figura 3.23: Circulo inscrito en el cuadrilatero GHIJ. 


Denotemos con C, D, E y F a los puntos de tangencia del 
circulo y los lados del cuadrilatero ABCD. Ve la figura 3.24. 

El perimetro del cuadrilatero GHIJ se puede calcular con la suma: 



Perimetro GHIJ = JC + CG + GD + DH + HE + IE + IF + JF (1) 

Recordemos el siguiente teorema: «Las tangentes trazadas desde un mismo punto 
exterior a una circunferencia son congruentes.» 

Al usar este teorema para los puntos exteriores G, H, I y J se obtienen las si- 
guientes igualdades. Ver la figura 3.24: 
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JC — JF, CG = GD, HE = DH y IE = IF 
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Figura 3.24: C, D, E y F son los puntos de tangencia. 


A1 sustituir estas expresiones en la igualdad (1), se tiene que: 


Perfmetro GHIJ = JF + GD + GD + DH + DH + IF + IF + JF 

Simplificamos: Perfmetro GHIJ = 2 JF + 2GD + 2 DH + 2 IF 

Agrupamos y factorizamos: Perfmetro GHIJ — (2 JF + 2 IF) + (2 GD + 2 DH) = 
2 (JF + JF) + 2(G£> + DH) 

Como JF-\-IF = 12 y GD+DiJ = 18, finalmente al sustituir los valores anteriores, 
obtenemos el resultado: 

Perfmetro GHIJ = 2(12) + 2(18) = 24 + 36 = 60 


Si un triangulo, cuyos lados son de longitud entera, tiene 
2 ^ perimetro 8, $cudl es el area del triangulo? 

( Solucion 7) 

Como las longitudes de los lados del triangulo es un numero 
entero, debemos encontrar todas las ternas de numeros (a, b. c). tal que se cumpla 
la desigualdad del triangulo y sea valida la siguiente relacion: a + b + c = 8 

Cabe aclarar que la terna (1,2,5) = (2,1,5), es decir, el orden de la terna no 
importa. 



Las ternas que satisfacen la relacion a + b + c = 8, son: 
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1 + 1 + 6 = 8 

No satisface la desigualdad triangular. 

1 + 2 + 5 = 8 

No satisface la desigualdad triangular. 

1 + 3 + 4 = 8 

No satisface la desigualdad triangular. 

2+2+4=8 

No satisface la desigualdad triangular. 

2 + 3 + 3 = 8 Si satisface la desigualdad triangular. 

El triangulo ABC formado por la terna (2, 3,3) se aprecia en la figura 3.25(a) 


C c 



(a) Triangulo formado por la terna (b) CE es la altura del triangulo. 

(2,3,3). 


Figura 3.25: Problema 3.14. 

Como ABC es un triangulo isosceles, trazamos la altura CE, como se muestra en 
la figura 3.25(b), y formamos dos triangulos rectangulos congruentes. 

A1 aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo AEC, se tiene: 

3 2 = 1 2 + CE 2 obien CE 2 = 3 2 - l 2 = 9 - 1 = 8 = (4)(2) 

CE = V / (4)(2) = 2V2 

Por lo tanto, el area del triangulo cuyos lados son de longitud entera y perfmetro 
8 , es: 


AreaAA.BC = = 2 V 2 u 2 



El lado AB del triangulo rectangulo ABC es dividido en 6 partes 
iguales por los puntos D, E, F, G y H, como se aprecia en la 
figura 3.26. A partir de estos puntos son dibujados 5 segmentos 
paralelos al lado BC del triangulo. $Cudl es la suma de las 
longitudes de estos 5 segmentos? 
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Figura 3.26: Problema 3.15. 


[ Solucion J 

La siguiente construccion auxiliar ayudara a resolver el proble¬ 
ma: prolongamos los 5 segmentos paralelos al lado BC , hasta formar el rectangulo 
ABCN. Ve la figura 3.27: 



Figura 3.27: Construccion auxiliar. 

Si prestamos atencion a la figura 3.27, los triangulos ATD y SRC son congruentes, 
ya que: 

/ADT = /CSR = 90° Por ser angulos rectos. 

/.TAD = /SCR Por ser alternos inter nos. 

AD = SC Por construccion. 

Esto significa que SR = TD y, por lo tanto, SR + RH = 8. 
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Siguiendo un razonamiento analogo, podemos concluir que la suma de los 5 seg- 
mentos paralelos a BC, mostrados en la figura 3.26, es: 


Suma de los 5 segmentos = 


(8)(5) 

2 


= 20 . 


Si la suma de todos los angulos, excepto uno en un poligono 
convexo, es 2190°, cual es el numero de lados del poligono? 


Si n es el numero de lados del poligono convexo y S n es la suma 
de todos sus angulos, entonces: 



S n = 180(n — 2) 

Segun las condiciones del problema, establecemos que: 

180(n -2)-a = 2190 


180n - 360 - a = 2190 


Despejamos n: 


180 n = 2190 + 360 + a 


180n = 2550 + a 


n = 


2550 + a 
180 


rp , i i • 2520 + (30 + at) 

bsta expresion la podemos escribir como: n =---- 

180 

2520 30 +a 

U bien: n = „ + 


180 


180 


n = 14 + 


30 + a 
180 


Como n es un numero entero, basta con definir para que valor de a la fraccion 
siguiente, es tambien un entero: 


30 + a 
180 

Dado que el poligono es convexo, entonces 0° < a < 180° y, por lo tanto, a = 150° 
es el unico valor para el cual la fraccion analizada es entera. 

En efecto, para a = 150 se tiene que: 
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30 + 150 180 

" = 14+ -l80- =14+ T80 


n= 14 + 1 = 15 


Por lo tanto, 15 es el numero de lados del poligono convexo. 




















www.elsolucionario.net 


Razonamiento matematico 


Problemas a resolver 

Resuelve los siguientes ejercicios escribiendo con todo detalle cada paso de tu 
solucion. 


1. Un cierto video juego tiene una pant alia rectangular de 12 cm de ancho y 
9 cm de alto. A1 inicio, una pelotita se encuentra en la esquina de la derecha 
mas baja de la pant alia y sube a la izquierda formando un angulo de 45° con 
la vertical. Siempre que la pelotita avanza al lado izquierdo de la pantalla 
reaparece en el lado derecho a la misma altura y, similarmente, cuando avanza 
a la cima de la pantalla reaparece en el fondo a la misma posicion horizontal. 
^Cuanto viajara la pelotita antes de volver a su posicion original? 


(a) 18>/2 (b) 36 

(d) 36\/3 (e) 144 


(c) 36\/2 



^Cual es el area del triangulo formado al unir los puntos medios de un 
triangulo cuyas medidas de los lados son de 6, 8 y 10 unidades de longitud? 


(a) 4 (b) 6 (c) 8 

(d) 12 (e) 20\/2 


3. 


Cada lado de un triangulo ABC es de 12 unidades. D es el pie de la 

_y 

perpendicular trazada desde A en BC y E es el punto medio de AD. ^Cual 
es la longitud de BE7 


(a) 7l8 (b) 728 

(d) 763 (e) 798 


(c) 6 
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Un hexagono regular ABCDEF tiene lados con longitud de 2 cm. El punto 


medio de AB es M. ^Cual de los siguientes segmentos posee \/l3 cm de 
longitud? 



(a) BD 
(d) FM 


(b) BE tas. 

(e) Ninguna de es- (c) EM 



En la figura siguiente, ABCD es un rectangulo. AB y CD tienen longitudes 


enteras; AE = 4, EC = y/l3 y el area del triangulo DEC es 9. ^Cual es el 
perimetro del rectangulo? 



(a) 6 

(d) 18 


(b) 9 (c) 14 

(e) 22 


6 . 


AB y AC son dos lados adyacentes de un poli'gono regular, de tal rnanera 


que el angulo BCA es igual a un tercio del angulo BAC. ^Cuantos lados 
tiene el polfgono? 


(a) 3 

(d) 10 


(b) 4 (c) 5 

(e) 12 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 


9. En un cuadrado C\ con area A, es dibujado un cfrculo inscrito. De la misma 

_ y 

forma, un cuadrado C 2 es inscrito en el cfrculo. ^.Cual es el area del cuadrado 


c 2 ? 



(a) 

A 

(b) 

2 

(d) 

Va 

(e) 


A 

~4 

2 yfA 


(c) 


_A_ 

71 


10. 


En el diagrama siguiente AD = 10 es el diametro del cfrculo y el area del 
triangulo es de 11 cm 2 . Encuentra el perfmetro del triangulo ABC. 



(a) 19 (b) 20 (c) 21 

(d) 22 (e) 23 


11. ABODE es un pentagono regular, P es un punto en el interior de ABODE , 
tal que PED es un triangulo equilatero. i,Cual es la medida del angulo APB ? 


(a) 72° (b) 84° (c) 90° 

(d) 96° (e) 108° 



^Cual es el diametro del cfrculo inscrito en el triangulo cuyos lados miden 


(a) 

4\/2 

(d) 

2-v/IO 


(h) 5| 


(e) 

(c) 


3\/l7 

2 

6 
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Razonamiento matematico 


13. En el diagrama siguiente ABCD es un cuadrado y E, F, G y H son los 
puntos medios de cada uno de sus lados. ( '.Que fraccion del area total del 
cuadrado representa el area sombreada? 



(a) 

1 

5 

(b) 

(d) 

3 

8 

(e) 



14. El dibujo que abajo se presenta muestra a 4 cuadrados de lados 5, 7, 9 y 
11 que se traslapan. ;,Cu;U es la diferencia entre el area total en gris y la que 
esta en negro? 



(a) 25 (b) 36 (c) 49 

(d) 64 (e) 32 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 


15. En la siguiente figura 
equilateros. Encuentra la 


se muestra un cuadrado de lado 
longitud del segmento EF. 


1 y dos triangulos 




(a) 

Vs- i 

(b) 

2 

3 

(c) 

(d) 

V3 

(e) 

2 +VS 


2 

4 



16. 


En la figura de abajo BC , AB y EF son tangentes al circulo con centro 

_ / 

en O, de tal manera que ZABC = 48°. ^Cual es la medida del angulo EOF ? 


(a) 42° (b) 69° (c) 66° 

(d) 48° (e) 84° 



I 

I 

£ 


i 
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Razonamiento matematico 


17. En el siguiente esquema A. B y C son puntos de la circunferencia con 


radio 4 cm, tal que Z BAC = 45°. ^Cual es la longitud de la cuerda BC1 



(a) 4 cm 

(d) 5 cm 


(b) 3a/3 cm (c) 4\/2 cm 

(e) 6 cm 


18. 


En el triangulo ABC la mediana de A es perpendicular a la mediana 


trazada desde B. Si BC = 7 y AC = 6, <?,cual es la longitud de ABl 


(a) 4 (b) 717 

(d) 2\/5 (e) 4.5 


(c) 4.25 


19. 


Un solido, con forma de trapecio rectangular, tiene lados con longitud a, 


bye. </,Cual es el area de la superficie de este solido? 


(a) (a + b + c) 2 — (a 2 + b 2 4- c 2 ) 

(b) abc 

(c) 2 (a 2 + & 2 + c 2 ) 

(d) (a + 6 + c) 2 

(e) ab + be + ca 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 


' j 

20 . En la figura siguiente O es el centra de la circunferencia y x 2 +y 2 +p 2 +q 2 = 
72. Calcula el perimetro de esta. 




(a) 87 r 

(d) 24tt 


(b) 97T (c) 12n 

(e) 367r 


21. I Si en el esquema de abajo, las rectas AN, AM y BC son tangentes al 
circulo y la longitud de AN es 7, /cual es el perimetro del triangulo ABC ? 



(a) 12 (b) 13 

(d) 15 (e) 16 


(c) 14 


V 
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Razonamiento matematico 

tComo terminamos? 



Resuelve los siguientes ejercicios y entrega a tu profesor. 


Aciertos:_ 


1. Si 14 < y < 21, 9 < x < 13, donde x , y son numeros naturales, ^cual es el 


menor valor posible de — ? 

x 


(a) 

2 

(b) 

6 

5 

(c) 

3 

2 

(d) 

5 

3 

(e) 

9 

5 



Si 4a = 8b = 20c = 40, 

/ 

a 2 & 3 

entonces -= 

c 



(a) 

6250 

(b) 

2500 

(c) 

1250 

(d) 

625 

( e ) 

125 



N 

^Cual de las siguientes expresiones no es igual 

P 

to 

•o 


(a) 

n/6 + V6 

(b) 

Vs + \/3 

(c) 

V24 

(d) 

VSy/8 

(e) 

V96 

2 



A1 evaluar 7 — 3 x 2 [5 - 

-2 x 10 

-r- 2] -I" 2 4“ 5, sg 

obtiene: 


(a) 

25 

(b) 

35 

(c) 

27 

(d) 

-27 

(e) 

0 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 

' 5 j Si a ® b = a b — b a y a © b = (a + b)(a — b ), ^cual es el valor de 3 © (3 ® 2)? 



(a) 

120 

(b) 

118 (c) 

200 


(d) 

148 

(e) 

224 


6 

^ y 

^Cual de los siguientes numeros es impar? 



(a) 

mil 4 +1 

(b) 

131313 4 + 2 (c) 

99999 4 + 3 


(d) 

77777 4 + 5 

( e ) 

55555 4 + 7 


7 

V j 

La suma de las raices de la ecuacion 2x 2 — 7x + 3 = 0, 

es: 


(a) 

. 

2 

(b) 

~\ 

5 

-■> 


(d) 

-2 

( e ) 

5 

2 



8 


iCual 

positivo 


es el primer di'gito (el de la izquierda) en el menor numero entero 
en el que la suma de todas sus cifras es 2001? 


(a) 1 (b) 2 (c) 3 

(d) 4 (e) 5 


C 9 j Supon que x + - 


(a) 0.2 

(d) 0.5 


O 1 X 

x y V H— = 3. ; Cual es el valor de -? 
2 x y 

(b) 0.3 (c) 0.4 

(e) 1.2 


10 Si A es el area del triangulo cuyos lados son 5, 5 y 8; y B denota al area 

_y 

del triangulo cuyos lados son de 5, 5 y 6 unidades. ^Cual de las siguientes 
relaciones es verdadera? 


(a) 

A < B < 12 

(b) 

B < A < 12 

(c) A = B 

(d) 

12 < A < B 

(e) 

12 < B < A 
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Respuestas 


1 . 


(d) 


Evaluation diagnostica 



(e) 


3. 


(d) 



(b) 


5. 


(d) 


6 . 


(b) 



(a) 



(b) 




(c) 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 
Respuestas 


Unidad 1 


✓ N 

1. 

v y 

/ \ 

(c) 

2. 

(b) 

3. 

V J 

r 

(c) 

4. 

v y 

r A 

(c) 

5. 

v. j 

(b) 

6. 

V J 

r x 

(c) 

7. 

v y 

(a) 


8. ) 

v y 

(b) 

9. 

v J 

(b) 

10. 

(b) 

11. 

(d) 

12. 

V y 

(c) 

13. 

mm .... j 

(a) 

15. 

(c) 
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Razonamiento matematico 


Respuestas 


Unidad 2 


1 . 

V. > 

(c) 

> 

11. 

._ _ V 

(c) 

21. 

1 (a) ( 

' \ 

31. 

*_ y 


2 . 


3. 


5. 


8 . 


9. 


V_ 


6. 

v_y 


-/ 


/•-\ 


10 . 


(a) 

(c) 


(e) 

(d) 


(d) 

(c) 


12 . 


13. 


15. 


16. 


19. 


18. 

v_y 


(e) 

(e) 


(a) 

(d) 


(d) 

(c) 


22 . 


23. 


4. 

V 

' (e) 

r > 

14. 

L ) 

(a) ( 

24. 

. _✓ 


25. 


26. 


r 

7. 

\ _ - 

(c) 

17. 

(e) 

r \ 

27. 

v. y 


28. 


29. 


(b) 20. (d) 30. 


(c) 

(c) 

(c) 
(e) 

(a) 

(e) 

(a) 

(d) 

(e) 


32. 


33. 


V_/ 


34. 


35. 


36. 


37. 

V_y 


38. 


\_y 
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Unidad 3: Solution creativa de problemas geometricos 
Respuestas 

Unidad 3 




(c) 


2 . 


(b) 


13. 


(b) 



(d) 



(d) 


4. 


(c) 


15. 


(a) 




(c) 



17. 


(c) 



(b) 


r > 

8. 

v y 

z' \ 

(c) 

9. 

r a 

(a) 

10. 

V. _ _ / 

/ \ 

(d) 

11. 

V J 

(b) 



(a) 



(c) 






\> 
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